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一 、 数 学 科学 的 含义 及 其 在 
学 科 分 类 中 的 定位 


20 世纪 50 年 代 初 ,我 曾 就 读 于 东北 人 民 大 学 ( 现 吉林 大 
学 ) 数 学 系 ,记得 在 二 年 级 时 , 曾 有 两 位 老师 ”在 课堂 上 不 止 一 
次 地 对 大 家 说 :数学 是 科学 中 的 女王 ,而 哲学 是 女王 中 的 女 
王 。 

对 于 一 个 初 涉 高 等 学 府 的 学 子 来 说 ,很 难 认 知 其 言 真 详 。 
当时 只 是 腾 胱 地 认为 ,其 言 大 概 是 指 学 习 数学 这 一 学 科 非 常 什 
得 ,也 非常 重要 。 或 者 说 与 其 他 学 科 相 比 ,数学 可 能 是 一 门 更 加 
了 不 起 的 学 问 。 到 了 高 年 级 时 ,开始 慢 慢 意识 到 ,数学 与 那些 研 
究 特 殊 的 物质 运动 形态 的 学 科 ( 诸 如 物理 .化 学 和 生物 等 等 ) 相 
比 ,似乎 真 的 不 在 同一 个 层面 上 。 因 为 数学 的 内 容 和 方法 不 仅 
要 渗透 到 其 他 任何 一 个 学 科 中 去 ,而 且 要 是 真 的 没有 了 数学 , 则 
就 无 法 想像 其 他 任何 学 科 的 存在 和 发 展 了 。 


@ 此 处 的 “两 位 老师 ” 指 的 是 著名 数学 家 徐 利 治 先生 和 著名 数学 家 和 计算 机 科 
学 家 王 湘 浩 先生 。 当 年 徐 利 治 先生 正 为 我 们 开设 “ 变 分 法 ”和 “数学 分 析 方 法 及 例题 
选 讲 ”, 而 王 湘 浩 先生 正 为 我 们 讲授 “近世 代数 "和 “高 等 几何 ”。 
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后 米 我 终于 知道 了 这 样 一 件 事 ， 那 就 是 美国 学 者 道 因 斯 
(Douenss) 教 授 , 曾 从 文艺 复兴 时 期 到 20 世纪 中 叶 所 出 版 的 浩 
瀚 书 海 中 . 精 选 了 16 部 名 著 , 并 称 其 为 “改变 世界 的 书 ”。 在 这 
16 部 著作 中 , 直接 运用 了 数学 工具 的 著作 就 有 10 部 ,其 中 有 5 
部 是 属于 目 然 科学 范畴 的 ,它们 是 : 

(1) 哥 日 尼 (《N. Copernicus) 的 《天 体 运 行 》(1543 年 ); 

(2) 哈 维 (William Harvery) 的 《血液 循环 》(1628 年 ); 

(3) 牛顿 I， Newton) 的 《自然 哲学 之 数学 原理 X1729 年 ); 

(4) 达尔 文 (E，Darwin) 的 《物种 起 源 》(1859 年 ); 

(5) 爱 因 斯 坦 (A，Einstein) 的 《4 相对论 原理 》(1916 年 )。 
为 外 5 部 是 属于 社会 科学 范畴 的 ,它们 是 : 

(6) 当 因 CT. Paine) 的 《常识 1760 年 ); 

(7) 史密斯 (Adam Smith) 的 《国富 论 》(1776 年 ); 

(8) 马尔 萨 斯 (TR.，Malthus) 的 《人 口 论 》(1789 年 ); 

(9) 马克 思 (Karl Max) 的 《资本 论 》(1867 年 ); 

(10) 马 汉 (R. Thomas Mahan) 的 《 论 制 海 权 》(1867 年 ); 

在 追思 斯 所 精 选 的 16 部 名 著 中 , 若 论 直接 或 间接 地 运用 数 
学 工具 的 , 则 就 无 一 例外 了 。 由 此 可 以 毫 不 夸张 地 说 ,数学 乃 是 
一 切 科学 的 基础 .工具 和 精 佣 。 

至 此 似 已 充分 说 明了 如 下 事实 :数学 不 能 与 物理 、 化 学 、 生 
物 .经 济 或 地 理 等 学 科 在 同一 层面 上 并 列 。 特 别 是 近 30 年 来 ， 
先 不 说 分 文 繁多 的 纯粹 数学 的 发 展 之 快 , 仅 就 顺应 时 代 潮 流 而 
出 现 的 计算 数学 .应 用 数学 .统计 数 学 .经 济 数学 .生物 数学 . 数 
学 物理 .计算 物理 .地 质数 学 .计算 机 数学 等 如 雨后春笋 般 地 产 
生 , 存 在 和 发 展 的 事实 ,就 已 经 使 人 们 去 重新 思考 过 去 那 种 将 数 
学 与 物理 .化 学 等 学 科 并列 在 一 个 层面 上 的 学 科 分 类 法 的 不 妥 


蜗 2 关 


之 处 了 。 这 也 是 多 年 以 来 ,人 们 之 所 以 广泛 采纳 “数学 科学 ”这 
个 名 词 的 现实 背景 。 

当然 ,我 们 还 要 进一步 从 数学 之 本 质 内 涵 上 去 弄 明 白 上 文 
所 说 之 学 科 分 类 上 所 存在 的 问题 ,也 只 有 这 样 才能 使 我 们 能 在 
理性 层面 上 对 “数学 科学 ”的 含义 达成 共识 。 

当前 ,数学 被 定义 为 是 从 量 的 侧面 去 探索 和 人 研究 客观 世界 
的 一 门 学 问 。 对 于 数学 的 这 样 一 种 定义 方式 ,目前 已 被 学 术 盘 
广泛 接受 。 至 于 有 如 形式 主义 学 派 将 数学 定义 为 形式 系统 的 科 
学 ,更 有 如 形式 主义 者 柯 训 (Cohen) 视 数学 为 一 种 纯粹 的 在 纸 
上 的 符号 游戏 ,以 及 数学 基础 之 其 他 流派 所 给 出 之 诸如 此 类 的 
数学 定义 ,可 谓 均 已 进入 历史 博物 馆 ,在 当今 学 术 界 ,充其量 只 
能 代表 极 少数 专家 学 者 之 个 人 见解 。 既 然 大 家 公认 数学 是 从 量 
的 侧面 去 探索 和 研究 客观 世界 , 而 客观 世界 中 之 任何 事物 或 对 
象 又 都 是 质 与 量 的 对 立 统一 ,因此 没有 量 的 侧面 的 事物 或 对 象 
是 不 存在 的 。 如 此 从 数学 之 定义 或 数学 之 本 质 内 涵 出 发 ,就 必 
然 导 致 数学 与 客观 世界 中 的 一 切 事物 之 存在 和 发 展 密切 相关 。 
同时 也 决定 了 数学 这 一 研究 领域 有 其 独特 的 普遍 性 、 抽 象 性 和 
应 用 上 的 极端 广泛 性 ,从 而 数学 也 就 在 更 抽象 的 层面 上 与 任何 
特殊 的 物质 运动 形式 息息相关 。 由 此 可 见 数学 与 其 他 任何 研究 
特殊 的 物质 运动 形态 的 学 科 相 比 ,要 高 出 一 个 层面 。 在 此 或 许 
可 以 认为 ,这 也 就 是 本 人 少时 所 闻 之 “数学 是 科学 中 的 女王 一 
语 的 某 种 肤浅 的 理解 。 

再 说 哲学 乃 是 从 自然 ,社会 和 思维 三 大 领域 , 亦 即 从 整个 客 
观 世 界 的 存在 及 其 存在 方式 中 去 探索 科学 世界 之 最 普遍 的 规律 
性 的 学 问 , 因 而 哲学 是 关于 整个 客观 世界 的 根本 性 观点 的 体系 ， 
也 是 自然 知识 和 社会 知识 的 最 高 概括 和 总 结 。 因 此 哲学 又 要 比 
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数学 高 出 一 个 层面 。 
这 样 一 来 ,学 科 分 类 之 体系 结构 似 应 如 下 图 所 示 : 


哲学 


社会 科学 


如 上 直观 示意 图 的 最 大 优点 是 凸现 了 数学 在 科学 中 的 女王 
地 位 ,但 也 有 矫 枉 过 正 与 双 升 两 个 层面 之 嫌 。 因 此 ,也 可 将 学 科 
分 类 体系 结构 示意 图 改 为 下 图 所 示 : 


哲学 


数学 科学 | 一 ~ | 社会 科学 
如 上 示意 图 则 在 于 明确 显示 了 数学 科学 居中 且 与 自然 科学 
和 社会 科学 相 并 列 的 地 位 ,从 而 否定 了 过 去 那 种 将 数学 与 物理 、 
化 学 .生物 .经济 等 学 科 相 并 列 的 病态 学 科 分 类 法 。 至 于 数学 在 
科学 中 之 女王 地 位 ,就 只 能 从 居中 角度 去 隐约 认 知 了 。 关 于 学 
科 分 类 体系 结构 之 如 上 两 个 直观 示意 图 ,究竟 哪 一 个 更 合理 ,在 
这 里 就 不 多 议 了 ,因为 少时 耳闻 之 先 人 为 主 ,往往 会 使 一 个 人 的 
思维 方式 发 生 偏差 ,因此 留 给 本 从 书 的 广大 读者 和 同行 专家 们 
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去 置 评 了 。 


二 、 数 学 科学 文化 理念 与 
文化 素质 原则 的 内 涵 及 价值 


数学 有 两 种 品格 ,其 一 是 工具 品格 ,其 二 是 文化 品格 。 对 于 
数学 之 工具 品格 而 言 , 在 此 不 必 多 议 。 由 于 数学 在 应 用 上 的 极 
端 广 泛 性 ,因而 在 人 类 社会 发 展 中 , 那 种 挥 之 不 去 的 短期 效益 思 
维 模式 必然 导致 数学 之 工具 品格 愈 来 愈 突出 和 愈 来 愈 受 到 重 
视 。 特 别 是 在 实用 主义 观点 日 益 强 化 的 思潮 中 ,更 会 进一步 向 
数学 纯粹 工具 论 的 观点 倾斜 ,所 以 数学 之 工具 品格 是 不 会 被 人 
们 淡忘 的 。 相 反 地 ,数学 之 另 一 种 更 为 重要 的 文化 品格 , 却 已 面 
临 被 人 淡忘 的 境况 。 至 少数 学 之 文化 品格 在 今天 已 经 不 为 广大 
教育 工作 者 所 重视 ,更 不 为 广大 受 教育 者 所 知 , 几 乎 到 了 只 有 人 少 
数 数学 哲学 专家 才 有 所 了 解 的 地 步 。 因 此 我 们 必须 古 识 重 提 ， 
并 且 认 真 议 论 一 番 数 学 之 文化 品格 问题 。 

所 谓 古 识 重 提 指 的 是 : 古 希腊 大 哲学 家 柏拉图 (Plato) 曾 经 
创办 了 一 所 哲学 学 校 ,并 在 校门 口 张榜 声明 ,不 懂 几 何 学 的 人 ， 
不 要 进入 他 的 学 校 就 读 。 这 并 不 是 因为 学 校 所 设置 的 读 程 需要 
以 几何 知识 基础 才能 学 习 , 相 反 地 ,柏拉图 哲学 学 校 里 所 设置 的 
课程 都 是 关于 社会 学 .政治 学 和 伦理 学 一 类 课程 ,所 探讨 的 问题 
也 都 是 关于 社会 .政治 和 道德 方面 的 问题 。 因 此 ,诸如 此 类 的 诬 
程 与 论题 并 不 需要 直接 以 几何 知识 或 几何 定理 作为 其 学 习 或 研 
究 的 工具 。 由 此 可 见 , 柏 拉 图 之 所 以 要 求 他 的 弟子 先行 通晓 几 
何 学 , 绝 非 着 眼 于 数学 之 工具 品格 , 而 是 立足 于 数学 之 文化 品 
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格 。 因 为 柏拉图 深 知 数学 之 文化 理念 和 文化 素质 原则 的 重要 意 
义 。 他 充分 认识 到 立足 于 数学 之 文化 品格 的 数学 训练 ,对 于 陶 
治 一 个 人 的 情操 ,锻炼 一 个 人 的 思维 能 力 , 直 至 提升 一 个 人 的 绿 
合 素质 水 平 , 都 有 非凡 的 功效 。 所 以 柏拉图 认为 ,不 经 过 产 格 数 
学 训练 的 人 是 难以 深入 讨论 他 所 设置 的 课程 和 议题 的 。 

前 文 指 出 ,数学 之 文化 品格 已 被 人 们 淡忘 ,那么 上 述 相 拉 图 
立足 于 数学 之 文化 品格 的 高 智慧 故事 ,是 否 也 被 人 们 彻底 谈 王 
甚或 据 弃 了 呢 ? 这 倒 并 非 如 此 。 在 当今 社会 中 , 仍 有 融 智 慧 的 
有 识 之 士 ,在 某 些 高 等 学 府 的 教学 计划 中 ,深入 贯彻 上 述 相 拉 图 
的 高 智慧 古 识 。 列 举 两 个 典型 事例 如 下 : 

例 1, 大 家 知道 ,从 事 律师 职业 的 人 在 英国 社会 中 颇 受 得 
重 。 据 悉 , 英 国 律师 在 大 学 里 要 修 毕 多 门 高 等 数学 读 程 ,这 既 不 
是 因为 英国 的 法 律 条 文 一 定 要 用 微 积分 去 计算 ,也 不 是 因为 英 
国 的 法 律 课程 要 以 高 深 的 数学 知识 为 基础 ,而 只 是 出 于 这 样 一 
种 认识 , 那 就 是 只 有 通过 严格 的 数学 训练 ,才能 使 之 具有 坚定 
不 移 而 又 客观 公正 的 品格 ,并 使 之 形成 一 种 严格 而 精确 的 思维 
习惯 ,从 而 对 他 取得 事业 的 成 功 大 有 益 助 。 这 就 是 说 ,他 们 充分 
认识 到 了 数学 的 学 习 与 训练 , 绝 非 实 用 主义 的 单纯 传授 知识 ,而 
深 知 数学 之 文化 理念 和 文化 素质 原则 ,在 造就 一 流 人 才 中 的 决 
定性 作用 。 

例 2, 闻 名 世界 的 美国 西点 军校 建 校 将 近 两 个 世纪 ,培养 了 
大 批 高 级 军事 指挥 员 , 许 多 美国 名 将 也 毕业 于 西点 军校 。 在 车 
校 的 教学 计划 中 ,学 员 们 除了 要 选修 一 些 在 实战 中 能 发 挥 重 要 
作用 的 数学 课程 (有 如 运筹 学 、 优 化 技术 和 可 靠 性 方法 等 ) 之 外 ， 
规定 学 员 还 要 必修 多 门 与 实战 不 能 直接 挂钩 的 融 深 的 数学 读 。 
据 我 所 知 ,本 丛书 主编 徐 利 治 先生 多 年 前 访 美 时 ,西点 军校 研究 
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生 院 曾 两 次 邀请 他 去 作 ”" 数 学 方法 论 "方面 的 讲演 。 西 点 军校 之 
所 以 要 学 员 们 必修 这 些 数学 课程 ,当然 也 是 立足 于 数学 之 文化 
品格 。 也 就 是 说 ,他 们 充分 认识 到 ,只 有 经 过 严格 的 数学 训练 ， 
才能 使 学 员 们 在 军事 行动 中 ,能 把 那 种 特殊 的 活力 与 高 度 的 灵 
活性 互相 结合 起 来 ,才能 使 学 员 们 具有 把 握 千 事 行动 的 能 力 和 
适应 性 ,从 而 为 他 们 驰 难于 性 场 打下 坚实 的 基础 。 

然而 总 体 来 说 ,如 上 述 及 的 学 生 或 学 员 , 当 他 们 后 来 真正 成 
为 斩 学 大 师 .著名 律师 或 运筹 帷 惧 的 将 帅 时 ,早已 把 学 生 时 代 所 
学 到 的 奢 些 非 实用 性 的 数学 知 识 走 得 一 十 二 净 了。 但 那 种 铭刻 
于 头脑 中 的 数学 精神 和 数学 文化 理念 , 却 会 长 期 地 在 他 们 的 事 
业 中 发 挥 着 重要 作用 。 亦 就 是 说 ,他 们 当年 所 受到 的 数学 训练 ， 
一 直 会 在 他 们 的 生存 方式 和 思维 方式 中 潜在 地 起 着 根本 性 的 作 
用 ,并 且 受 用 终身 。 这 就 是 数学 之 文化 品格 ,文化 理念 与 文化 素 
质 原则 之 深远 意义 和 至 高 的 价值 所 在 。 


三 《数学 科学 文化 理念 传播 丛书 》 
出 版 的 意义 与 价值 


有 现象 表明 ,教育 界 和 学 术 界 的 某 些 思维 方式 正在 深 陷 纯 
粹 实用 主义 的 泥 漂 ,而 且 和 急功近利 ,短平快 的 病态 心理 正在 病人 
襄 育 。 因 此 ,推出 一 套 旨 在 倡导 和 重视 数学 之 文化 品格 .文化 理 
念 和 文化 素质 的 从 书 ,一定 会 在 扫除 纯粹 实用 主义 和 诊治 急 功 
近 利 病态 心理 的 过 程 中 起 到 一 定 的 作用 ,这 就 是 出 版 本 从 书 的 
意义 和 价值 所 在 。 

那么 冤 竞 有 些 什么 现象 足以 说 明 纯 粹 实用 主义 思想 已 经 很 
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严重 了 呢 ? 如 果 要 详细 地 问答 这 一 问题 ,至 少 可 以 写 出 一 本 小 
册子 来 。 在 此 只 能 举例 一 二 ,点 到 为 止 。 
现在 计算 机 专业 的 大 学 一 .二 年 级 学 生 ,普遍 不 愿意 学 习 逮 
辑 演 算 与 集合 论 课程 ,认为 相关 内 容 与 计算 机 专业 没有 什么 用 。 
那么 我 们 的 教育 管理 部 门 和 相关 专业 人 士 又 是 如 何 认 知 的 呢 ? 
据 我 所 知 ,南京 大 学 早年 不 仪 要 给 计算 机 专业 本 科 生 开设 这 两 
门 课程 ,而 且 还 要 开设 递归 论 和 模型 论 课程 。 然 而 随 着 思维 模 
式 的 不 断 转移 ,不 仅 递 归 论 和 模型 论 早已 停 开 ,而且 逻辑 演算 与 
合 论 课程 的 学 时 数 也 在 逐步 缩减 。 现 在 国内 坚持 开设 这 两 门 
谍 的 高 校 已 经 很 少 了 ,大 部 分 高 校 只 在 离散 数学 课程 中 ,给 学 生 
讲 很 少 一 点 逻辑 演算 与 集合 论 知识 。 其 实 , 相关 知识 对 于 培养 
计算 机 专业 的 高 科技 人 才 来 说 是 至 关 重 要 的 ,即使 不 谈 这 是 最 
起 码 的 专业 文化 素养 ,难道 不 明白 我 们 所 学 之 程序 设计 语言 
靠 逻 辑 设 计 出 来 的 ? 而 且 柯 特 (E. P. Codd) 博 士 创立 关系 数据 
库 , 以 及 许 华北 (J. T. Schwartz) 教 授 开 发 的 集合 论 程 序 设计 
语言 SETL, 可谓 全 都 依靠 数理 逻辑 与 集合 论 知识 的 积累 。 但 
却 很 少 有 专业 教师 能 从 历史 的 角度 并 依 此 为 例 去 教育 学 生 , 其 
至 还 有 极 个 别 的 专家 教授 , 竞 然 主张 把 “计算 机 科学 理论 ”这 门 
人 硕士 研究 生 学 位 这 取 消 , 认 为 这 门 课 相对 于 毕业 后 去 公司 就 业 
的 学 生 太 空洞 ,这 真是 令 人 频 目 结 舌 。 特 别 是 对 于 那些 初 涉 高 
等 学 内 的 学 子 来 说 ,其 严重 性 更 在 于 他 们 的 知识 水 平 还 不 了 解 
什么 有 用 或 什么 无 用 的 情况 下 ,就 在 大 言 这 些 有 用 或 那些 无 用 
的 实用 主义 想法 。 好 像 在 他 们 的 思想 深 处 根本 不 知道 高 等 学 府 
是 培养 高 科技 人 才 基 地 , 竟 把 高 等 学 府 视 为 专门 培训 录入 .操作 
与 编程 的 技工 学 校 。 因 此 必须 让 教育 者 和 受 教 育 者 明白 ,用 多 
少 学 多 少 的 教学 模式 只 能 适用 于 某 种 技能 的 培训 ,对 于 培养 高 
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科技 人 才 来 说 , 此 类 纯粹 实用 主义 的 教学 模式 是 十 分 可 悲 的 。 
不 仅 误 人 子弟 ,如 果 任 其 误 入 歧途 继续 陷落 下 去 , 必 将 直接 危害 
国家 和 社会 的 发 展 前 程 。 
另外 ,现在 有 些 现象 甚至 某 些 评 审 规定 ,所 反映 出 来 的 心态 
和 思潮 就 是 短平快 和 和 急功近利, 这样 的 软环境 对 于 原创 性 研究 
人 才 的 培养 斑 多 利 少 。 杨 福 家 院士 说 :名 
“ 费 尔 马 大 定理 是 数学 上 一 大 难题 ,360 多 年 
都 没有 人 解决 ,现在 一 位 英国 数学 家 解决 了 ,他 花 
了 9 年 时 间 解 决 了 ,其 间 没 有 写 过 一 篇 论文 。 我 
们 现在 的 规章 制度 能 允许 一 个 人 9 年 不 出 文章 
吗 ?” 
“要 拿 诺 贝尔 奖 , 都 要 攻克 很 难 的 问题 ,不 是 
灵机 一 动 就 能 出 来 的 ,不 是 短平快 和 急功近利 就 
能 够 解决 问题 的 ,这 是 异常 艰苦 的 长 期 劳动 。? 
据悉 , 居 里 夫人 一 生 只 发 表 了 7 篇 文章 , 却 两 次 获得 诺 贝 尔 
奖 。 现 在 普 升 副教授 职称 ,都 要 求 在 一 定年 限 内 ,在 一 定 级 别 杂 
志 上 发 表 一 定数 量 的 文章 ,还 要 求 有 什么 奖 之 类 的 ,在 这 样 的 软 
环境 里 ,按照 居 里 夫人 一 生 中 发 表 文 章 的 数量 计算 , 岂 不 只 能 当 
个 老 讲师 。 
清华 大 学 是 我 国 著名 的 高 等 学 府 ,1952 年 ,全 国 高 校 进行 
院 系 幸 整 ,在 调整 中 清华 大 学 变 成 了 工科 大 学 。 直 到 改革 开放 
后 ,清华 大 学 才 开 始 恢 复 理科 并 重建 文科 。 我 国 各 层 领导 开始 
认识 到 世界 一 流 大 学 均 以 知识 创新 为 本 ,并 立足 于 综合 研究 和 


中 王 德 仁 等 , 杨 福 家 院士 “一 吐 为 快 一 一 中 国教 育 5 问 ”, 扬 子 晚 报 ,2001 年 
10 月 11 日 A8 版 。 


5 诸 、 数学 的 本 性 


开放 ,从 而 开始 重视 发 展 文理 科 。11 年 前 ,清华 人 立志 要 葛 定 
世界 一 流 大 学 的 基础 ,为 此 而 成 立 清 华 高 等 研究 中 心 。 经 周 光 
召 院士 推荐 ,并 征 得 杨振宁 先生 同意 ,聘请 美国 纽约 州立 大 学 石 
溪 分 校 肾 华 桐 教授 出 任 高 等 中 心 主任 。5 年 后 接受 上 海 《 科 学 》 
杂志 编辑 采访 , 面 对 清 华 大 学 软环境 建设 和 我 国人 才 环 境 的 现 
状 , 聂 华 桐 先生 明确 指出 :9 
“中 国 现在 推动 基础 学 科 的 一 些 办 法 ,我 的 感 
觉 是 失 之 于 心太 急 。 出 一 流 成 果 , 靠 的 是 人 ,不 是 
百年 树 人 吗 ? 培养 一 流 科技 人 才 ,即使 不 需 百 年 ， 
却 也 绝 不 是 短 短 几 年 就 能 完成 的 。 现 行 的 一 些 奖 
励 、 评 审 办 法 急功近利 , 凑 篇 数 和 追 指标 的 风气 ， 
绝 不 是 真心 献身 科学 者 之 福 , 也 不 是 达到 一 流 境 
界 的 灵 方 。 一 个 作家 ,您 能 说 他 发 表 成 百 上 千 篇 
作品 ,就 能 称 得 上 是 伟大 文学 家 了 吗 ? 画家 也 是 
一 样 ,真正 的 杰出 画家 也 只 凭 少数 有 创意 的 作品 
莫 定 他 们 的 地 位 。 文 学 家 、 艺 术 家 和 科学 家 都 一 
样 , 质 是 关键 ,而 不 是 量 。” 
“创造 有 利于 学 术 发 展 的 软环境 ,这 是 发 展 成 
为 一 流 大 学 的 当务之急 。” 
面 对 那 些 急功近利 和 短平快 的 不 良心 态 及 思潮 ,前 述 杨 福 
家 院士 和 始 华 桐 先 生 的 一 番 论 述 ,可 谓 十 分 切中 时 次 ,也 十 分 切 
合 实际 。 
大 连理 工大 学 出 版 社 能 在 审时度势 的 前 提 下 ,毅然 决定 立 


中 刘 冬 梅 ,营造 有 利于 基础 科技 人 才 成 长 的 环境 一 一 访 清华 大 学 高 等 研究 中 
心 主 任 聂 华 桐 ,科学 ,VolL 154,No. 5,2002 年 
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足 于 数学 文化 品格 编辑 出 版 (< 数学 科学 文化 理念 传播 丛书》, 不 
仅 意义 重大 ,而 且 胆 识 非凡 。 特 别 是 大 连理 工大 学 出 版 社 的 刘 
新 放 和 梁 锋 等 不 辞 辛 劳 地 为 丛书 的 出 版 而 奔忙 , 实 是 智慧 之 举 。 
还 有 88 岁 高 龄 的 著名 数学 家 徐 利 治 先生 依然 思维 敏捷 ,不 仅 大 
力 支 持 从 书 的 出 版 ,而 且 出 任 从 书 主编 ,并 为 此 而 费 神思 考 和 指 
导 工作 ,由 此 而 充分 显示 徐 利 治 先生 在 治学 模式 中 的 奉献 精神 
和 远见 里 识 。 

序言 中 有 些 内 容 取 材 于 “数学 科学 与 现代 文明 ”0 一 文 ,但 
对 文字 结构 作 了 调整 ,文字 内 容 作 了 补充 ,对 文字 表达 也 作 了 改 
写 。 


于 4- 杷 
2008 年 4 月 6 日 于 南京 


四 1996 年 10 月 ,南京 航空 航天 大 学 校庆 期 间 , 名 誉 校长 钱 伟 长 先生 应 邀 出 席 
庆典 ,理学 院 名 誉 院 长 徐 利 治 先生 正 应 邀 在 理学 院 讲学 , 老 友 朱 剑 英 先生 时 任 校 长 ， 
他 虽 为 著名 的 机 械 电 子 工程 专家 ,但 从 小 喜爱 数学 , 曾 通读 (古今 数学 思想 ) 巨 著 , 而 
且 精 通 模糊 数学 , 又 是 将 模糊 数学 应 用 于 多 变量 生产 过 程控 制 的 第 一 人 。 校 庆 期 间 
钱 伟 长 先生 约请 大 家 通力 合作 ,撰写 “数学 科学 与 现代 文明 ”一 文 ,并 发 表 在 上 海 大 
学 主办 的 《自然 杂志 》 上 。 当 时 我 们 就 觉得 这 个 题目 分 量 很 重 , 要 写 好 这 个 题目 并 非 
轻而易举 之 事 。 因 此 ,我 们 ( 徐 利 治 、 朱 剑 英 、 朱 梧 模 ) 曾 多 次 在 一 起 研讨 此 事 , 分 关 
查找 相关 文献 ,并 列 出 提纲 细节 ,最 后 由 朱 梧 模 执 笔 撰 写 ,并 在 撰写 过 程 中 ,不 定期 
会 面 讨 论 和 修改 补充 ,终于 完稿 ,由 徐 利 治 . 朱 剑 英 、 朱 梧 模 共 同 署 名 ,分 为 (上 )、 
(下 ) 两 篇 ,作为 特约 专 稿 送 交 《自然 杂志 ) 编 辑 部 ,先后 发 表 在 《自然 杂志 》1997,19 
(1):5 一 10 与 1997,19(27:65 一 7 1. 
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一 “数学 的 定义 及 其 研究 对 象 


1.1 我 认为 数学 这 个 词 是 专 为 科学 的 应 用 而 设 
的 , 正 像 我 们 论 及 . 逻辑 学 .修辞 学 或 音乐 那样 ,数学 也 
有 它 自身 的 专门 含义 与 特性 . 
-一 一 西 尔 维 斯 特 (J. J. Sylvester) 
Presidential Address to the British Association, 
Exeter British Association Report (1869) ;Collect- 
ed Mathematical Papers, Rol. 2. 


1.2 数学 的 研究 对 象 就 是 数量 之 间 的 种 种 间接 的 
度量 关系 ,目的 在 于 按照 数量 之 间 所 存在 的 种 种 客观 关 
系 去 决定 它们 的 相对 大 小 . 

一 一 科 姆 特 (Comte) 

Positive Philosophy [Martineaul], Bk. 1 ,chap. 1. 


1.3 从 事 数学 研究 的 具体 目的 ,就 是 为 了 去 发 现 

和 表述 那些 待考 虑 的 现象 之 间 的 种 种 数学 规律 的 方程 

式 ; 而 这 些 方程 式 就 是 从 某 些 已 知 量 去 获得 另 一 些 未 知 
量 的 种 种 演算 的 起 点 . 

一 一 科 姆 特 CComte) 

Positive Philosophy LMartineau |, Bk. 1 ,chap. 2. 


1.4 数学 是 关于 数量 关系 的 科学 ,数量 关系 就 是 
某 物 与 他 物 在 量 的 侧面 相等 与 否 的 种 种 关系 ,但 二 物 相 
等 系 指 在 任 一 断言 中 ,两 者 可 以 互相 取代 . 
- 赫 尔 曼 . 格拉 斯 曼 (Hermann Grassmann) 
Sitiucke aus dem Lehrbuche der Arithmetik , Werke 
(Leipzig,1904) ,Bd. 2. 


1.5 几何 .理论 算术 和 代数 这 类 学 科 , 都 涉及 我 们 
在 外 部 世界 中 所 观察 到 的 一 切 对 象 及 其 变易 情况 ; 因 
此 ,对 于 这 些 数学 关系 的 研究 ,就 形成 了 各 种 处 理 自然 
现象 的 变易 规律 的 学 科 ; 诸 如 天 文学 、 光 学 和 力学 等 等 ， 
并 由 此 而 使 这 些 学 科 常 被 称 为 混合 数学 ,其 中 之 空间 关 
系 和 数量 关系 ,都 是 和 那些 从 专门 的 观察 中 所 概括 出 来 
的 原理 结合 在 一 起 的 ;但 几何 或 代数 等 学 科 却 不 包含 直 
接 经 验 ,因而 被 称 之 为 纯粹 数学 . 

一 一 威廉 ， 休 厄 尔 (William Whewell) 


The Philosophy of the Inductive Sciences, Part 
1 , Bk. 2,chap. 1,sect. 4. (London,1858). 


1.6 高 等 数学 乃 是 关于 各 种 自然 现象 之 间 的 数值 
关系 的 推理 艺术 ,高 等 数学 的 各 个 部 分 ,就 是 从 各 个 方 
面 探索 和 研究 这 些 关系 的 不 同方 式 . 

一 一 梅 洛 尔 (J. W. Mellor) 

Higher Mathematics for Students of Chemistry 

and Physics(New York ,1902), Prologue. 


1.7 整个 数学 被 三 种 思想 观念 统治 着 ,或 者 说 有 
三 个 基本 概念 渗透 在 整个 数学 领域 中 ,这 三 个 基本 概念 
就 是 数 、 序 和 空间 . 事实 上 ,每 个 数学 真理 都 或 者 涉及 其 
中 之 一 个 ,或 者 同时 涉及 其 中 之 两 个 ,其 或 是 三 者 的 组 合 . 

算术 的 研究 对 象 是 抽象 的 数 的 性 质 . 代数 则 可 视 为 
运算 的 科学 , 序 在 其 中 则 是 一 个 颇 占 优势 的 观念 . 而 几 
何 是 关于 空间 与 空间 中 之 形体 性 质 之 演变 的 学 科 . 

一 一 西 尔 维 斯 特 (J.J. Sylvester) 

A Probationary Lecture on Geometry, York 

British Association Report (1984), Part 2; Col- 

lected Mathematical Papers ,Vol.2. 


四 尔 维 斯 特 (J.J. Sylvester,1814 一 1897) 英国 数学 家 . 曾 
就 读 于 剑桥 约翰 学 院 和 柏林 大 学 . 在 英国 和 美国 的 多 所 大 学 担任 
过 教授 ,并 且 作 过 律师 . 他 的 贡献 主要 在 代数 学 方面 . 他 同 凯 莱 一 
起 ,发展 了 行列 式 理论 ,创立 了 代数 型 的 理论 ,共同 奠定 了 关于 代 
数 个 变量 的 理论 基础 ,他 创造 了 许多 数学 名 词 ,当代 数学 中 常用 到 
的 很 多 术语 都 是 他 引入 的 . 他 是 《美国 数学 杂志 》 的 创始 人 ,为 发 展 
美国 数学 研究 做 出 了 贡献 . 他 除了 对 数学 的 研究 之 外 ,还 是 一 位 诗 
人 ,对 音乐 也 有 浓厚 的 兴趣 . 


1.8 纯粹 数学 的 研究 对 象 ,是 那些 被 包含 在 有 施 

流 形 中 的 种 种 理想 元 素 之 间 所 建立 的 理性 关系 , 流 形 中 

之 序 规律 是 必须 经 过 严格 挑选 的 ,它们 既 可 以 是 离散 
的 ,也 可 以 是 连续 的 . 

一 一 一 帕 泌 列 兹 (E. Papperitz) 

Uber das System der Rein Mathematischen Wis- 

senscha ften Jahresbericht der Deutschen Math- 


ematiker-Vereinigung » Bd. 1. 


1.9 纯粹 数学 并 不 涉及 具体 的 数量 ,而 仅仅 是 一 

种 已 经 转变 为 机 械 运 算 的 相对 有 序 观念 的 学 说 . 
一 一 努 瓦 利 斯 (Novalis) 
SchriftenC(Berlin,1901) ,Zroeiter Teil. 


1. 10 纯粹 形式 科学 ,逻辑 和 数学 ,只 处 理 对 象 的 特 
殊 内 容 或 实质 之 间 的 关系 ,特别 是 那些 包含 着 量 . 测度 
和 数 等 等 概念 的 对 象 之 间 的 关系 ,它们 都 属于 数学 范 
晨 . 
一 一 赫 尔 曼 ， 汉 克 尔 (Hermann Hankel) 
Theorie der Complexren Zahlensysteme (Leipzig, 
1867). 


1.11 在 严格 的 意义 下 说 ,数学 是 一 种 抽象 的 科 


学 . 它 演绎 地 研究 那些 被 蕴含 在 空间 关系 和 数学 关系 中 
之 原始 概念 中 的 论断 . 
-一 葛 雷 (J. A. H Murray) 


A New English Dictionary. 


1.12 在 最 广泛 的 意义 上 说 ,数学 有 力 是 各 种 形式 的 
和 必然 的 演绎 推理 的 展开 . 


怀特 黑 德 (A. N. Whitehead) 
Universal Algebra (Cambridge,1898), Preface. 


1.13 一 般 说 来 ,数学 基本 上 是 一 种 自我 证 明 的 科 


站 


一 一 菲 里 克 斯 。 克 匠 因 (Felix Klein) 
Anwendung der Dif ferential-und TIntegrailrech- 


nung auf Geometrie(Leipzigp ,1902). 


1.14 纯 数学 是 假 言 判断 的 种 种 演绎 理论 的 汇集 . 

每 一 种 理论 都 是 由 原始 的 不 定义 概念 和 符号 ,以 及 一 系 

列 不 证 自明 的 思想 规定 (通常 称 为 公理 ) 所 组 成 的 一 个 

相 容 而 确定 的 体系 . 它们 都 是 可 靠 而 又 不 借助 于 直觉 的 
一 种 演绎 过 程 ,一 种 合理 的 逻辑 推演 过 程 . 

一 一 费 契 (G. D. Fitch) 

The Fourth Dimension simply Explained (New 


YorEk ,1910 ) . 


1.15 数学 是 一 门 理性 思维 的 科学 . 它 是 研究 、 了 

解 和 知晓 现实 世界 的 工具 . 复杂 的 东西 可 以 通过 这 一 工 

具 简 单 的 措辞 去 表达 ,从 这 一 意义 上 说 ,数学 可 被 定义 

为 一 种 连续 地 用 较 简 单 的 概念 去 取代 复杂 概念 的 学 科 . 

一 一 威廉 ， 怀特 (F. William White) 

A Scrap-book of Elementary Mathematics (Chi- 
cago,1908). 


1. 16 ”数学 研究 理想 结构 (通常 应 用 于 实际 问题 )， 
并 在 这 种 研究 中 去 发 现 各 种 结构 之 间 的 未 知 关 系 . 
韭 尔 斯 (C.S. Peirce) 


Century Dictionary ,Article“ Mathematics.” 


1.17 数学 是 智能 的 一 种 形式 . 利用 这 种 形式 ,我 
们 可 以 把 现象 世界 中 的 种 种 对 象 , 置 之 于 数量 概念 的 控 
制 之 下 . 

一 一 霍 维 进 (G. H. Howison) 

The Departments of Mathematics, and their Mu- 

tual Relations; Journal of Speculative Phitloso- 


phy ? Vol. 5. 


1.18 数学 是 关于 函数 规律 与 变换 的 一 门 学 科 . 它 
能 使 我 们 把 形象 的 外 延 与 规定 的 运动 转换 成 数 . 
-一 一 堆 维 运 (G. H. Howison) 
The Departments of Mathematics, and their Mu- 
tual Kelations; Journal of Speculative Philoso- 


phy,，, Vol.5. 


一 数学 的 本 性 


2.1 思维 的 经 济 原则 在 数学 中 得 到 了 高 度 的 发 
挥 . 数学 是 各 门 科学 在 高 度 发 展 中 所 达到 的 最 高 形式 的 
一 门 科学 ,各 门 自然 科学 都 频繁 地 求助 于 它 .“ 然而 令 
人 奇怪 的 是 ,数学 的 力量 却 在 于 它 避 免 了 一 切 不 必要 的 
思想 而 采取 了 最 为 经 济 的 思维 方式 .序号 被 称 之 为 数 ， 
这 就 已 经 形成 了 一 种 奇妙 .简单 而 又 经 济 的 系统 . 当 我 
们 进行 数 的 乘法 运算 时 ,对 于 乘法 表 的 利用 ,就 使 我 们 
能 以 利用 先前 已 完成 的 结果 ,而 不 必 每 一 次 都 去 作 重 复 
的 运算 . 又 如 当 我 们 利用 对 数 表 时 ,同样 也 是 利用 已 完 
成 的 计算 去 取代 新 的 数值 计算 . 再 例如 , 当 我 们 利用 行 
列 式 去 解 方程 组 时 ,以 及 当 我 们 把 新 的 积分 表达 式 分 解 
成 其 他 已 知 表 达 式 的 时 候 , 我 们 都 可 看 到 拉 格 明日 (La- 
grange) 或 柯 西 (Cauchy) 的 智力 活动 ,他 们 总 是 以 军事 
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司令 官 的 敏锐 识别 力 , 统 帅 着 所 有 已 完成 的 运算 的 “ 军 
队 ”, 并 由 此 而 去 执行 新 的 运算 任务 . 
一 一 马赫 〈E. Mach) 
Populdr-wissenscha riiche Vorlesungen (1903). 
| x* 数学 的 现代 发 展 表明 ,各 门 社会 科学 也 已 同样 地 不 断 
求助 于 数学 了 . 一 一 译 者 注 


2.2 数学 的 本 质 就 在 于 它 的 自由 . 
-一 一 乔治 。 康 托 CGeorge Cantor) 
Mathematische Annalen, Bd. 21. 


2.3 数学 沿 着 它 自己 的 道路 而 无 拘 无 束 地 前 进 

着 ,这 并 不 是 因为 它 有 什么 不 受 法 律 约束 之 类 的 种 种 许 

可 证 ,而 是 因为 数学 本 来 就 具有 一 种 由 其 本 性 所 决定 
的 、 并 且 与 其 存在 相符 合 的 自由 . 

一 一 赫 尔 曼 。 汉 克 尔 (Hermann Hankel) 

Die Entwickelung der Mathematik inden letzten 


Jahrhunderten (Tibingen,1884). 


2.4 在 逻辑 矛盾 的 限度 内 ,数学 家 们 有 权 自 由 选 

择 他 们 自己 所 喜欢 的 路 线 去 达到 他 们 的 目的 . 
一 一 亨利 ，。 亚 当 斯 (Henry Adams) 
A Letter to American Teachers of History Washington , 
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1910), Introduction. 


2.5 数学 不 是 规律 的 发 现 者 ,因为 它 不 是 归纳 . 数 
学 也 不 是 理论 的 缔造 者 ,因为 它 不 是 假说 .但 数学 却 是 
规律 和 理论 的 裁判 和 主宰 者 ,因为 规律 和 理论 都 要 癌 数 
学 表明 自己 的 主张 ,然后 等 待 数学 的 裁判 . 如果 没有 数 
学 上 的 认可 , 则 规律 不 能 起 作用 ,理论 也 不 能 进行 解释 . 


袁 加 敏 ， 裴 尔 斯 (Benjamin Peirce) 


Linear Associative Algebra, American Journat 


of Mathematics, Vol. 4(1881). 


2.6 ”数学 是 一 种 连绵 不 断 地 发 展 着 的 科学 . 它 不 
同 于 某 些 政治 事件 或 工业 事件 ,数学 的 成 长 和 发 展 伴随 
着 宇宙 的 欢呼 


怀特 CH.S. White) 
Congress of Arts uand Sciences (Boston and New 


York ,1905) ， VOL . 1. 


2.7 ”数学 仅 考虑 那些 具有 确切 不 变 之 名 称 的 清晰 
事物 ,"] 并 以 少数 几 条 公理 作为 前 提 , 研 究 这 些 公理 的 
特性 ,并 由 此 而 不 断 地 引出 结论 . 数学 也 建立 少数 的 假 
设 , 但 这 些 假设 都 是 高 度 合理 而 不 为 任何 人 所 拒绝 的 . 
数学 也 确立 某 些 易 被 人 们 所 了 解 和 接受 的 目标 ,并 保留 
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了 最 为 精确 的 次 序 ,每 一 命题 都 紧 接 在 先前 已 假定 的 和 
已 证 明 的 命题 之 后 . 数学 将 拒绝 所 有 不 能 被 推导 和 演绎 
的 事物 ,不管 这 些 事物 是 如 何 貌 似 合理 和 真实 . 
一 一 依 萨 克 。 巴 罗 (Jsaac Barrow) 
Mathematical Lectures (London) ,1734. 
[ x 就 当今 意义 而 言 , 由 于 模糊 数学 的 诞生 和 和 发展 ， 
此 处 所 说 “数学 ”只 能 指 精确 性 经 典 数 学 .一 一 译 者 注 . 


2.8 在 大 多 数 科 学 中 ,后 一 代 人 往往 撕毁 了 前 一 
代 人 所 建立 的 成 就 ,但 在 数学 中 ,每 一 代 人 都 是 在 老 
的 结构 上 建立 新 的 成 果 . 

-一 一 赫 尔 紧 。 汉 克 尔 CHermann Hankel) 

Die Entwickelung Cer Mathematik in den Letzten 

Jahrhunderten( Tubingen, 1884). 

[Lx 了 此 处 摘录 黑 格 尔 (Hegel) 的 名 言 , 以 供 对 照 参 


考 . 黑 格 尔 说 :一 般 地 了 驳斥-……: 体系 ,并 不 是 意味 着 抛 
弃 它 ,而 是 进一步 发 展 它 , 不 是 用 其 他 的 、 片 面 的 对 立 物 

”去 代替 它 , 而 是 把 它 包 含 在 某 种 更 高 的 东西 中 .” 译 
者 注 . 


2.9 数学 是 确定 性 和 清晰 性 的 女 术 土 . 
一 一 赫 巴 特 (J. F. Herbart) 
Werkel Kehrbach |(Langensalza,1890), Bd.1. 


2. 10 ee 数学 分 析 与 自然 界 一 样 地 广阔 , 它 可 以 
定义 所 有 可 了 解 的 关系 、 测 量 时 间 、 空 间 、 力 和 温度 . 这 
是 一 门 形成 缓慢 而 又 艰深 的 学 科 . 它 小 心地 保留 了 每 一 
条 必需 保留 的 原则 ;在 人 类 思维 的 变易 与 错误 中 ,数学 
分 析 不 断 地 增长 而 且 变 得 愈 来 您 强大 有 力 . 

一 一 健 立 叶 (J. Fourier) 

Théorie Analytigue de la Chaleur, Discours 


Préliminaire. 


2.11 分 析 学 与 自然 哲学 都 把 它们 的 最 重要 的 发 
现 归 功 于 归纳 法 这 一 卓越 工具 的 运用 . 牛顿 (Newton) 
也 把 他 的 二 项 式 定理 及 万 有 引力 原理 的 发 现 归功 于 归 
纳 法 的 运用 . 


拉 普 拉 斯 (Laplace) 
A Philosophical Essay on Probabilities LTruscott 
and Emory Jj(New York 1902). 


2.12 算术 计算 和 代数 计算 的 每 一 个 步骤 中 ,都 有 

从 事实 到 事实 的 归纳 和 推理 ,还 有 那些 乔装 打扮 的 归纳 
步骤 ,这 就 是 概括 性 和 语言 表述 上 的 普遍 性 . 

一 一 密 尔 (J.S. Mill) 

System of Logic, Bk.2,chap.6,2. 


2. 13 几何 理论 算术 和 代数 ,这 些 学 科 除 了 定义 和 
公理 之 外 ,没有 其 他 原则 ,除了 演绎 以 外 ,没有 其 他 证 明 
过 程 . 但 就 在 这 一 过 程 中 , 却 已 综合 了 简单 性 .复杂 性 、 严 
密 性 和 一 般 性 ,这 一 特性 是 不 为 其 他 学 科 所 具有 的 . 

一 一 辉 维尔 (W. Whewell) 
The Philosophy of the Inductive Sciences, Part 
1, Bk.2,chap. 1,sect. 2(London,1858). 


2.14 数学 知识 有 三 个 不 同 于 其 他 知识 的 主要 
特征 :其 一 是 数学 知识 比 其 他 知识 更 清晰 地 使 其 结果 具有 
真理 性 ;其 二 是 数学 知识 乃 是 获得 其 他 正确 知识 的 必 经 的 
第 一 步 ; 其 三 是 数学 知识 的 获得 并 不 依赖 于 其 他 知识 . 

一 一 肖 伯 特 (H. Schubert) 
Mathematical Essays and Recreations (Chicago, 


1898). 


2.15 数学 家 毫 不 顾及 声明 或 猜想 ,他们 仅仅 根据 
定义 和 公理 ,并 用 论证 和 推理 来 演绎 每 一 件 事 . 事实 上 ， 
现在 把 那些 仅 由 猜想 或 假说 建立 起 来 的 理论 称 之 谓 科 
学 是 不 正确 的 ,因为 猜想 往往 求助 于 某 种 见解 或 主张 ， 
因而 它 不 能 由 此 而 产生 知识 . 

一 一 汤姆 斯 。 雷 德 (Thomas Reid) 


Essays on the Intellectual Powers of Man, Es- 
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sayl ,chap. 3. 


2.16 任何 可 靠 的 推理 过 程 ,都 不 可 能 产生 不 包含 
在 前 提 中 的 结 采 . 
一 一 梅 洛 尔 (J. W. Mellor) 
Higher Mathematics for Students of Chemisiry 
and physics(New York ,1902). 


2.17 在 数学 中 ,车 把 每 一 件 事 都 简化 为 直觉 知 
识 , 则 其 证 明 就 会 变 得 极其 元 长 . 因此 数学 家 总 是 聪明 
地 把 困难 加 以 分 解 , 进 而 分 别 地 去 证 明 一 系列 中 间 命 
题 , 其 中 当然 包含 着 许多 技巧 . 中 间 定 理 ( 通 常 称 为 引 
理 ) 往 往 可 用 多 种 方法 去 设计 ,为 了 便于 理解 和 记忆 ,最 
好 选择 那些 证 明 过 程 简 短 易 行 的 结果 作为 中 间 定 理 .但 
应 指出 ,要 想 论 证 所 有 的 公理 ,并 把 这 些 论证 全 部 简化 
为 直觉 知识 是 极其 困难 的 . 如 果 我 们 过 去 就 想 这 么 做 ， 
那 就 不 会 有 今天 的 几何 学 . 

一 一 菜 布 尼 兹 (G. W. Leibniz) 

New Essay on Human Understanding [L Lang- 

ley], Bk. 4,chaps. 2,8. 


2. 18 在 纯 数 学 中 ,各 种 不 同类 型 的 真理 都 必须 是 
相互 联系 和 相互 制约 的 (同时 还 必须 和 那些 作为 科学 原 
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菜 布 尼 效 (GWw. Leibniz,1646~1716) 德国 最 重要 的 自然 
科学 家 .数学 家 物理 学 家 和 哲学 家 . 曾 获 法 学 博士 学 位 . 他 在 数学 
方面 的 成 就 是 巨大 的 ,其 中 微 积分 的 发 明 在 数学 史上 具有 划时代 
的 意义 . 他 还 是 一 个 举世 罕见 的 科学 天 才 ,他 的 研究 领域 及 成 果 遍 
及 数学 .物理 学 .力学 . 罗 辑 学 .生物 学 .化 学 .地 理学 解剖 学 动物 
学 .植物 学 .气体 学 .航海 学 地质 学 .语言 学 .法 学 .哲学 .历史 和 外 
交 等 等 ,对 丰富 人 类 的 科学 知识 宝库 做 出 了 不 可 磨灭 的 贡献 . 
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理 的 假设 而 互相 联系 着 ), 由 于 原理 为 数 甚 少 ,因此 各 部 
分 的 安排 就 必须 十 分 妥善 .在 科学 中 ,值得 我 们 称赞 的 
是 那些 为 数 众 多 而 又 令 人 惊奇 的 结论 均 可 从 如 此 之 少 
的 前 提 中 演绎 出 来 . 
一 一 杜 格 尔 德 。 斯 泰 沃尔特 (Dugald Stewart) 
The Elements of the Philosophy of Human M- 
ind ,Part 3,chap. 1 ,sect. 3. 


2. 19 数学 中 有 许多 争议 不 是 关于 事物 之 真 伪 的 
争论 , 而 往往 是 关于 某 种 数学 证 明 过 程 是 否 还 能 进一步 
简化 ,或 者 是 关于 被 证 明 的 命题 对 科学 的 发 展 是 否 具 有 
十 分 重要 的 意义 ,或 者 该 命题 是 否 为 菜 些 其 他 更 容易 发 
现 的 普遍 真理 之 特例 等 等 情况 的 争论 . 

一 一 肖 伯 特 (H. Schubert) 

Mathematical Essays and Recreations (Chicago, 


1898). 


2. 20 ”历史 使 人 聪明 ,诗歌 使 人 机 智 ,数学 使 人 精细 ， 
哲学 使 人 深 黎 ,道德 使 人 严肃 ,逻辑 与 修 秤 使 人 善 闪 . 

一 一 上 弗 天 西 斯 . 培根 (Francis Bacon) 

Essays, OF Studies. 


2.21 数学 家 们 只 处 理事 物 的 两 种 性 质 , 即 事物 的 
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量 性 与 广 延性 . 他 们 过 去 所 希望 从 事 的 归纳 方面 的 工作 
早已 完成 ,而 现在 则 除了 演绎 和 证 明之 外 再 不 从 事 其 他 
工作 了 . 
一 一 赫 稍 黎 (T. H. Huxley) 
On the Educational Value of the Natural Histo- 
ry Scienes; Lay Sermons, Addresses and Re- 
views (INevw York ,1872). 


2. 22 数学 是 这 样 的 学 科 , 它 对 观察 经验、 归纳 与 因 
采 关 系 都 是 不 了 解 的 . (请 参阅 对 照 下 述 2. 23 条 内 容 ) 
一 一 和 赫 朋 和 歼 (T. H. Huxley) 
The Scientific Aspects of positivism, Forinight- 
liy Review (1898); Lay Sermons, Addresses and 
Keviews (Nerw York ,1872). 


2.23 有 人 说 :“ 数 学 是 这 样 的 学 科 , 它 对 观察 、 经 
验 归纳 与 因果 关系 都 是 不 了 解 的 . ”但 我 认为 如 下 的 事 
实 也 是 无 可 辩驳 的 : 即 数 学 分 析 经 常 需 要 借助 于 某 些 新 
原理 、 新 思想 和 新 方法 ,这 些 都 不 是 随意 地 用 一 些 文字 
就 能 定义 出 来 的 .它们 都 来 自 于 人 类 智力 活动 的 一 种 内 
在 能 力 , 来 自 思 想 内 部 世界 的 不 断 更 新 .在 这 个 内 部 世 
界 中 ,现象 也 是 不 断 地 变化 着 的 ,因而 也 要 像 人 们 分 辨 
外 部 物理 世界 那样 细心 地 去 分 辨 这 些 现象 ,就 像 分 辨 物 
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体 及 其 影子 ,或 像 分 辨 一 个 人 握 住 男 一 个 人 的 拳头 那样 
去 分 辨 其 间 的 关系 . 因而 经 党 需要 观察 和 比较 ,而 进行 
观察 和 比较 的 主要 武 紫 之 一 就 是 归纳 . 所 以 数学 分 析 就 
经 常 求 助 于 实验 和 检验 , 它 给 想象 与 发 明 提 供 了 无 数 个 
练习 的 机 会 . 
一 一 西 尔 维 斯 特 (J.J]. Sylvester) 
Presidential Address to British Association, Ex- 
eter British Association Report (1869); Collected 
Maihematica!l Papers, Vol. 2. 


2.24 数学 发 明 创 造 的 动力 不 是 推理 ,而 是 想象 力 

-一 一 德 。 摩 根 ( A. De Morgan) 
Quoted in Graves’ Life of Sir W. R. Hamilton, 
Vol. 3(1889). 


2.25 数学 中 也 有 惊人 的 想象 …… 表 说 一 遍 , 阿 基 

米 德 (Archimedes) 脑 海中 的 想象 远 比 古 和 希腊 大 诗人 和 荷 
马 ( 也 omer) 头脑 中 的 想象 不 寅 . 

一 一 伏 尔 泰 (Voltaire) 

A philosophical Dictionary (Boston, 1881), Vol. 


3. Article” Imagination. ” 
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2.26 ”数学 研究 与 数学 知识 的 本 质 特征 在 于 如 下 

三 个 方面 :其 一 是 对 于 古老 的 数学 发 现 与 数学 真理 的 保 

守 态 度 ; 其 二 是 采取 在 已 有 成 果 的 基础 上 获得 新 知识 的 
发 展 方式 ;其 三 是 维持 一 种 自给 自足 的 绝对 独立 性 . 

一 一 肖 伯 特 (H. Schubert) 


Mathematical Essays and Recreations (Chicago,1898). 


2.27 数学 是 那 种 科学 浪漫 倾向 的 不 可 调和 的 敌 
人 . 


OQeuvres(1855) ,+t。3. 


2.28 精通 数学 分 析 的 专家 都 知道 ,数学 分 析 的 目 
的 不 在 于 简单 的 数字 计算 ,而 是 要 去 寻找 那些 不 能 以 数 
字 表 达 的 数量 关系 ,以 及 那些 不 能 以 代数 式 表示 而 又 合 
乎 规律 的 函数 关系 . 
一 一 奥 格 斯 廷 。 柯 诺 特 (Augustin Cournot) 
Mathematical Theory of the Principles of 
Wealth [Bacon,N. TT. |, (Ner York ,1897). 


2.29 空间 和 时 间 是 数学 的 王国 . 数学 在 时 空中 是 
至 上 的 ,在 那里 ,除了 顺序 之 外 别 无 其 他 ,除了 数学 规律 
之 外 什么 也 不 发 生 . 数学 的 神秘 书卷 是 为 那些 能 以 阅读 
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它 的 过 去 .现在 和 未 来 的 人 们 书写 的 ,任何 知识 素材 都 
有 数 . 序 .位 .在 宇宙 中 ,它们 是 知识 素材 的 第 一 外 形 . 

-一 一 屋 德 。 斯 泼 铁 期 (W. Spottiswoode) 

Quoted in Sonnenschein’”s Encyclopedia of Edu- 


cation (London,1906) 


2. 30 ”数学 和 辩证 法 一 样 ,都 是 人 类 高 级 理性 的 体 
现 . 当 它 在 演变 时 ,就 和 雄辩 术 一 样 ,都 是 一 种 艺术 . 两 
者 都 重 形式 而 轻 内 容 , 数 学 是 无 形 物 , 它 既 可 以 计算 便 
十 ,也 可 计算 验 尼 ( 旧 英 国 金 币 ), 这 正如 修辞 学 不 管 真 
伪 一 样 . 

一 一 可 德 (Goethe) 
Wilhelm Meisters Wanderjahre, Zrweites Buch. 
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三 ”对 数学 的 评价 


3.1 数学 … 是 细心 思考 的 准则 与 理想 物 . 
-一 一 斯 明 雷 。 和 得 尔 (G. Slanley Hall) 
Educational Problems (New York ,1911). 


3.2 数学 是 真实 的 玄学 体系 . 

-一 一 汤姆 逊 ( 开 尔 文 肌 历 )LW. Thomson (Lord Kelvin) | 
Thompson, S. P.: Life of Lord Kelvin, (Lon- 
don,s1910). 


3.3 数学 的 推理 是 一 种 完美 的 推理 . 
一 一 巴尔 奈 特 (P. A. Barnett) 
Common Sense in Education and Teaching (New 


York ,1905). 
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3.4 ”数学 系统 一 旦 在 少数 公理 和 原始 定义 的 基础 

上 完美 地 建立 起 来 , 则 就 构成 了 一 个 坚 如 盘 石 那样 的 基 

础 . 然后 年 复 一 年 地 发 展 和 成 长 ,最 终 形成 一 种 能 为 人 
类 理性 所 引 以 为 自豪 的 坚固 结构 . 

一 一 汤姆 斯 。 雷 德 (Thomas Reid) 

Essays on the Intellectual Poroers of Man, 4ih. Ed. 


3.5 笛 卡 尔 (Descartes) 的 解析 几何 与 牛顿 、 莱 布 
尼 兹 (Leibniz) 的 微 积分 已 被 扩张 到 罗 巴 切 夫 斯 基 
(Lobachevsky) 、 黎 曼 (Riemann)、 高 斯 (Gauss) 和 西 尔 
维 斯 特 (Sylvester) 的 奇异 的 数学 方法 中 (这 种 扩张 比 哲 
党 史上 所 记载 的 任何 一 门 学 科 的 扩张 更 大 胆 ). 事实 上 ， 
数学 不 仅 是 各 门 科 学 所 必 不 可 少 的 工具 ,而 且 它 从 不 顾 
及 直观 感觉 的 约束 而 自由 地 飞翔 着 . 历史 地 看 ,数学 还 
从 没有 像 今 天 那样 表现 出 对 于 纯粹 推理 的 至 高 无 上 . 
一 一 尼古拉斯 。 英 菜 ， 巴特 勒 尔 (Nicholas Murray Butler) 

The Meaning of Education and other Essays and 

Addresses(New York ,1905) 


3.6 数学 是 科学 的 大 门 和 钥匙 … 和 忽视 数学 必 将 伤 
害 所 有 的 知识 ,因为 忽视 数学 的 人 是 无 法 了 解 任 何其 他 
科学 旋 至 世界 上 任何 其 他 事物 的 . 更 为 严重 的 是 ,忽视 
数学 的 人 不 能 理解 到 他 自己 这 一 朴 忽 ,最终 将 导致 无 法 
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寻求 任何 补救 的 措施 . 
-网 吉 尔 。 培 根 ( 了 Roger Bacon) 


Opus Majus, Part 4 , Distinctia Prima ,chap. 1. 


3.7 ”数学 不 应 被 想象 为 一 种 费解 、 难 懂 而 又 违 痛 
常识 的 东西 . 实际 上 ,数学 正 是 常识 的 精微 化 . 
一 汤姆 逊 (开尔文 勋 栈 )LW. Thomson(Lord Kelvin) | 
Thompson,S. P. : Lifeof Lord Kelvin (London, 
1910). 


3.8 ”数学 的 发 展 与 至 善 和 国家 的 繁荣 昌盛 密切 相 
关 . 

一 一 -拿破仑 (1. Napoléon ) 

Correspondance de Napotléon,t. 24(1968). 


3.9 ”对 于 数学 的 酷爱 ,不 仅 在 吾 辈 之 中 与 日 俱 增 ， 
而 且 在 军队 中 也 是 一 样 , 对 此 已 在 上 次 战役 中 充分 地 体 
现 出 来 了 . 莲 力 派 脱 (Bonaparte) 目 己 就 有 很 好 的 数学 
素养 . 当然 ,不 能 要 求 所 有 学 过 数学 的 人 ,都 能 成 为 拉 普 
拉 斯 (Laplace) 或 拉 格 朗 日 (Lagrange) 那样 的 几何 学 
家 ,或 者 都 成 为 莲 力 派 脱 那样 的 英雄 . 但 是 ,数学 毕竟 在 
他 们 的 头脑 中 留 下 了 痕迹 ,这 就 能 使 他 们 比 未 经 数学 训 
练 的 人 作出 更 多 的 贡献 或 从 事 更 多 的 工作 . 
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拉 兰 德 (Lalande) 
Quoted in Bruhns’” Alexander Von Humboldt 
(1872), Ba. 1. 


3. 10 ”在 纯 数 学 中 ,所 有 的 真理 都 是 必然 地 相互 联 
系 制约 着 的 (同样 也 和 那些 作为 科学 原理 的 假设 必然 地 
相互 联系 着 ) ,而 且 各 个 数学 定理 的 安排 都 是 十 分 匀称 
完美 . 特别 令 人 羡 幕 而 惊奇 的 是 ,各 种 各 样 的 结论 竟然 
都 是 从 如 此 之 少 的 前 提 之 中 演绎 出 来 的 . 
一 一 杜 格 尔 德 。 斯 泰 沃 尔 特 (Dugald Stewart) 
Philosophy of the Human Mind, Part 3, chap. 
l, Sect. 3; Collected Works [ Hamilton | (Edin- 
burgh ,1854) ,Vol. 4. 


3. 11 许多 艺术 能 够 美化 人 们 的 心灵 ,但 却 没 有 哪 一 
种 艺术 能 比 数学 更 有 成 效 地 去 美化 和 修饰 人 们 的 心灵 . 
毕 林 斯 雷 (H. Billingsley) 


The Elements of Geometrie of the most ancient 


Philosopher Euclide of Megara (London,1570), 


Note to the Reader. 


3.12 正如 太阳 以 其 自身 的 光辉 致使 其 他 星球 黯 
然 失 色 那 样 ,一 个 有 知识 的 人 ,如 果 他 能 提出 代数 问题 ， 
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则 就 会 声誉 超群 ,如 果 他 还 能 解决 代数 问题 , 则 将 声名 
赫赫 . 
一 一 婆罗 摩 笑 多 (Brahmagupta) 
Quoted in Cajori” s History of Mathematics 
(和 New York ,1897). 


3.13 古代 十 分 重视 数 与 形 . 德 度 克利 特 (Democ- 
ritus) 视 原 子 之 形 为 万 物 的 第 一 原则 ,而 毕 达 哥 拉 斯 
(Pythagoras) 则 视 数 为 万 物 之 本 源 . 

一 一 培根 勋 事 (Lord Bacon) 

De Augmentis, Bk. 3; Advancement of Learn- 

ing, Bk. 2. 


3.14 没有 哪 一 门 科学 能 比 数学 更 为 清晰 地 闸 明 
自然 界 的 和 谐 性 . 
一 一 保罗 ，。 卡 洛斯 (Paul Carus) 
Andrews: Magic Squares and Cubes (Chicago, 
1908), Introduction. 


3.15 数学 是 至 上 的 . 数学 是 上 帝 的 生命 . 神灵 的 
信使 就 是 数学 家 . 纯 数 学 就 是 宗教 . 获得 数学 需要 借助 
于 神 的 显现 . 

一 一 努 瓦 利 斯 (Novalis) 
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Schriften( Berlin,1901),Bd.Z2. 


3. 16 牛顿 的 发 现 为 英国 和 全 世界 作出 了 巨大 的 贡 

献 . 这 一 贡献 超过 全 部 映 国 王朝 所 做 的 一 切 . 我 们 也 毫 不 

怀疑 地 认为 ,1853 年 哈密 尔 顿 (Hamilton) 四 元 数理 论 的 

诞生 , 它 给 人 类 所 带 来 的 利益 , 绝 不 比 维多利亚 (Victori- 
a) 王 朝 的 任何 业绩 逊色 . 

一 一 汤姆 斯 。 希 尔 (Thomas Hill) 

Imagination in Mathematics; North American 


Review , Votl. 85. 


3.17 几何 与 机 械 现 象 是 最 普遍 、 最 简单 和 最 抽 
象 ,由 此 可 得 结论 ,学习 任 何 东 西 的 必 不 可 少 的 第 一 步 
就 是 学 习 数 学 . 数学 在 科学 的 等 级 中 必然 是 最 上 层 的 ， 
并 且 不 论 对 普通 教育 还 是 专门 教育 来 说 ,数学 教育 旋 是 
任何 教育 的 起 点 . 

一 一 科 姆 特 (A. Comte) 

Positive Philosoph yl Martineau | Introduction, chap. 2. 
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4.1 数学 的 性 质 与 结构 ,决定 其 素材 与 内 容 特 别 
适宜 于 中 学 教育 ,特别 是 高 中 的 数学 课程 ,虽然 都 是 些 
用 初级 形式 表述 的 基础 知识 ,但 其 后 续 学 科 所 要 求 的 种 
种 特性 却 已 被 组 合 在 其 中 . 数学 能 够 集中 、 加 速 和 强化 
人 们 的 注意 力 ; 能 够 给 人 发 明 创造 的 精细 与 谨慎 的 谦虚 
精神 ;能够 激发 人 们 追求 真理 的 勇气 和 自信 心 . 数学 揭 
示 着 事物 的 本 质 与 内 核 , 它 以 形式 简单 而 内 涵 丰 富 为 其 
特征 . 数学 从 深度 与 广度 两 个 方面 去 揭示 隐藏 在 表面 现 
象 后 面 的 客观 规律 和 思想 要 素 , 并 且 一 点 一 滴 地 将 其 发 
展 的 动因 推 向 前 进 . 数学 又 促进 了 艺术 感知 、 得 体 的 判 
断 与 实施 ,以 及 事物 之 科学 的 概括 与 综合 . 因此 ,数学 比 
起 任何 其 他 学 科 来 ,更 能 使 学 生得 到 充实 和 增添 知识 的 
光辉 ,更 能 锻炼 和 发 挥 学 生 们 探索 事理 的 独立 工作 能 
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力 . 数学 能 够 集中 学 生 们 的 智力 活动 ,并 使 他 们 专心 致 
志 ，, 从 而 使 得 学 生 们 能 够 了 解 自己 的 才能 .疑问 、 自 信心 
和 获得 工作 中 的 喜悦 . 数学 又 往往 以 其 独特 的 风格 而 引 
人 入 胜 , 并 由 于 其 方法 的 普遍 适用 性 和 应 用 的 广 沁 性 而 
使 人 座 信 不 疑 . 因此 ,学 生 们 所 接受 的 数学 知识 ,以 及 他 
们 为 了 获得 正确 的 数学 概念 和 求解 数学 问题 所 作出 的 
努力 ;都 会 使 得 他 们 更 加 成 熟 而 机 灵 , 进 而 得 以 摆脱 事 
物 的 表面 现象 而 深入 事物 的 本 质 . 如 此 就 能 大 大 激发 学 
生 们 的 强烈 的 求知 欲 ,而 促使 他 们 认真 地 为 进入 高 等 学 
府 深造 而 作 好 准备 . 
一 一 犹 尔 曼 《(E. Dillmann) 
Die Mathematik die Fackeltrdgerin einer neuen 


Zeit (Stuttgart,1889). 


4.2 在 中 学 的 各 门 课程 中 ,没有 哪 一 门 课程 能 像 
初等 数学 那样 容易 使 初学 者 产生 那 种 清晰 、 直 接 、 动 人 
而 又 朴素 的 回想 . 

-一 一 天 和 治 。 迈 尔 斯 CGeorge Myers) 

Arithmetic in Public School Education (Chicago, 

1911). 


4.3 数学 是 一 种 思维 形式 , 它 牢 固 地 扎根 于 人 类 
智慧 之 中 ,即使 是 原始 民族 ,也 会 在 某 种 程度 上 表现 出 
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这 种 数学 思维 的 能 力 , 并 且 随 着 人 类 文明 的 发 展 而 发 展 

着 … 数 学 表现 了 人 类 思维 的 本 质 和 特征 ,并 在 任何 国家 

与 民族 的 文明 中 都 会 有 所 体现 ,因而 在 当今 意义 下 , 任 

何 一 种 完善 的 形式 化 思维 ,都 不 能 忽略 这 种 数学 思维 形 
式 . 

一 扬 (J. W. A. Young) 

The Teaching of Mathematics (London, 1907). 


4.4 数学 一 般 通 过 直接 激发 创造 精神 和 活 牙 思 维 
的 方式 来 提供 其 最 佳 服务 . 
一 一 赫 巴 特 (J. F. Herbart) 
Apemaiischer Lehrplan fiir Realschulen: 
Werkel Kehrbach](Langensalza,1890), Bd. 5. 


4.5 教 给 儿童 算术 和 拉丁 语文 法 ,要 比 教 给 儿童 
修辞 学 和 道德 哲学 为 好 ,因为 儿童 需要 有 正确 的 行为 ， 
而 且 能 力 比 知识 重要 . 

一 一 其 麦 玉 (R. W. Emerson) 


Lecture on Education. 


4.6 如 果 一 个 人 的 注意 力 经 常 不 能 集中 , 则 就 让 
他 去 学 习 数 学 ,因为 在 证 明 数 学 定理 时 ， 只 要 他 的 智力 
活动 稍 有 转移 , 则 就 必须 重新 开始 . 
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一 一 培根 勋 本 (Lord Bacon) 
Essays:On Studies. 


4.7 如 果 一 个 人 像 小 鸟 那 样 容易 分 散 注意 力 , 那 
么 学 习 数 学 当 是 一 种 补救 的 办 法 . 因为 在 从 事 数 学 工作 
的 时 候 , 即 使 是 一 刹那 间 思 想 不 集中 ,那么 ,前 已 所 做 的 
数学 证 明 就 前 功 尽 弃 ,从 而 必须 重新 开始 . 

一 一 培根 勋 栈 (Lord Bacon) 

De Augmentis, Bk. 6; Advancement of Learn- 


ing, Bk. 2. 


4.8 按照 形而上学 哲学 家 们 自己 的 观点 ,他 们 把 
数学 看 成 是 教育 的 工具 ,认为 数学 教学 能 够 训练 人 们 集 
中 注意 力 , 提 高 对 次 序 观 念 的 感知 能 力 与 构造 能 力 . 数 
等 还 能 使 人 们 学 会 运用 简单 公式 去 掌握 物理 现象 的 量 
性 差别 . 

一 一 焦 维 特 (B. Jowett) 
Dialogues of Plato (New York, 1897) ,Vol.2. 


4.9 数学 的 另 一 个 伟大 而 又 特殊 的 优点 是 要 求 
数学 工作 者 必须 自觉 地 努力 和 勤奋 . 把 一 个 学 生 送 进 一 
所 教学 环境 良好 的 学 校 去 学 习 , 要 想 仅仅 通过 某 种 轻松 
而 又 偶然 的 机 会 ,就 把 他 造就 为 一 个 数学 家 是 绝 不 可 能 
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的 . 良好 的 学 习 环 境 仅仅 是 造就 人 才 的 预备 条 件 ,能 否 
取得 杰出 的 成 就 ,必须 依靠 自己 的 努力 盏 斗 . 

一 一 依 萨 克 。 托 德 夯 脱 (lsaac Todhunter) 

Conflict of Studies (London, 1873). 


4. 10 “数学 是 “西点 军校 学 生 所 必修 的 基础 谋 
程 之 一 . 其 所 以 这 样 做 , 正 是 因为 数学 的 学 习 能 严格 地 
培训 学 员 们 把 握 军 事 行动 的 能 力 与 适应 性 ,能 使 学 员 们 
在 军事 行动 中 的 那 种 特殊 的 活力 与 灵活 的 快速 性 互相 
结合 起 来 ,并 为 学 员 们 进入 和 驰 允 于 高 等 军事 科学 领域 
而 铺 平 道路 . 

Congressional Committe on Military Af fairs, 1834; 

U. S. Bureaue of Education, Bulletin 1912, No.2. 

[x] 西点 军校 是 闻名 于 世 的 美国 军校 ,被 誉 为 西 
方 名 将 摇篮 . 该 校 创建 于 1802 年 , 校 址 坐落 在 纽约 上 州 
的 大 能 山 龙 ;西点 军校 的 培养 目标 不 是 沙场 上 冲锋 陷 阵 
的 勇士 ,而 是 运筹 帷 帐 的 将 帅 . 要 求学 员 博 十 通 今 ,能 文 
能 武 . 美国 许多 高 级 将 领 都 是 西点 军校 的 毕业 生 . 第 一 
次 世界 大 战 时 美国 欧洲 远征 军 司 令 潘 兴 , 第 二 次 世界 大 
成 名 将 巴顿 、 艾森豪威尔 以 及 五 星 上 将 麦克 阿 瑟 ,都 毕 
业 于 西点 军校 . 一 一 译 者 注 


4.11 数学 不 仅 具 有 其 他 学 科 ( 如 外 语 、 美 本 以 及 
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别 的 自然 科学 等 ) 所 具有 的 优点 ,而 且 在 更 高 的 程度 上 
具有 其 他 学 科 所 不 具有 的 优点 . 

绝 大 多 数 读者 都 会 同意 这 样 一 种 意见 :一 次 公开 讲 
演 被 称 得 上 是 成 功 的 ,其 基本 条 件 首先 是 能 使 听讲 者 的 
注意 力 集中 ,而 最 终 又 能 使 听讲 者 从 讲演 中 吸取 全 部 有 
益 的 东西 . 应 该 说 ,数学 讲演 是 最 容易 使 讲演 者 实现 上 
述 基本 条 件 的 ,这 一 点 是 任何 别 的 学 科 都 不 能 与 数学 相 
比 的 . 在 数学 中 ,推理 的 严谨 与 证 明 的 严格 , 即 一 步 一 步 
地 从 约定 的 假设 出 发 ,直至 所 求 结论 的 出 现 ,都 能 使 学 
生 们 得 到 智力 上 的 良好 训练 . 几乎 没有 其 他 环境 能 像 数 
学 那样 使 学 生 们 如 此 直觉 地 感到 思想 的 重要 性 ,而 置 风 
格 于 无 关 紧 要 的 位 置 . 也 没有 其 他 环境 能 像 数学 那样 简 
单 ,得体 、 容 易 和 不 受 干扰 地 使 学 生 们 自然 而 又 健康 地 
成 长 . 须知 风格 乃 是 一 种 文学 习惯 的 形式 , 它 不 过 是 一 
种 背景 ,而 且 最 终 会 消失 . 然而 作为 个 性 的 表现 而 言 , 却 
是 与 学 生 们 的 连续 不 断 的 发 展 与 成 长 中 的 活动 不 可 分 
市 的 . 在 这 些 活动 中 ,学 生 们 经 常 向 他 们 的 智力 对 手 们 
去 演说 ,并 在 演说 中 去 作 一 系列 的 推理 . 

柏拉图 C(Plato) 曾 在 他 的 哲学 学 校 的 大 门 上 贴 上 “不 熟 
悉 几 何 学 的 人 请 勿 人 内 ”这 样 的 格言 . 人 们 可 能 希望 在 科学 
与 艺术 的 讲演 大 厅 的 人 口 处 也 写 上 这 样 的 格言 . 

-一 一 怀特 (W.F，White) 
A Scrap-book of Elementary Mathematics (Chi- 
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cago，1908) . 


4. 工 2 数学 内 容 是 运用 包含 着 大 量 符号 的 数学 语 

言 来 表述 的 ,因而 数学 训练 能 为 学 习 其 他 科学 作出 最 好 
的 准备 … 世 界 上 任何 科学 工作 都 需要 运用 与 精通 符号 . 
一 一 扬 (J. W. A. Young) 

The Teaching of Mathematics (New York ,1907). 


4.13 ”以 前 我 曾 说 过 :数学 ,特别 是 其 中 的 代数 学 ， 
能 给 人 们 对 于 事物 的 理解 与 认识 提供 新 的 帮助 与 局 发 . 
我 这 样 说 ,并 不 是 要 求 每 一 个 人 都 成 为 高 明 的 数学 家 或 
造 齐 精深 的 代数 学 家 ,而 只 是 认为 学 习 数 学 ,对 一 个 人 
的 成 长 和 发 展 是 非常 有 益 的 . 首先 ,经 验 告诉 我 们 ,学习 
数学 的 人 懂得 如 何 进行 完善 的 推理 ,一 个 人 仅仅 知道 他 
所 满意 的 那些 事情 是 很 不 够 的 . 其 次 ,数学 能 够 帮助 学 
生 们 去 更 好 地 学 习 其 他 课程 . 人 们 在 学 习 过 程 中 ,可 能 
会 自 认为 目 己 的 理解 力 如 何 高 超 ,但 在 许多 情况 下 , 往 
往 会 由 于 对 事物 的 表面 理解 与 肤浅 认识 而 导致 失败 . 因 
为 对 于 事物 的 肤浅 认识 与 表面 理解 ,会 使 人 不 了 解 目 己 
对 事物 的 主观 脐 断 ,以 致 不 能 对 该 事物 进行 扩展 ,进而 
就 不 能 发 挥 和 发 展 自 身 之 理解 力 的 敏锐 性 和 渗透 性 . 
-一 约 输 。 洛 克 (John Locke) 
The Conduct of the Understanding, Sect./. 
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4.14 我 曾 说 过 ,数学 是 一 种 方法 . 数学 能 使 人 们 

的 思维 方式 严格 化 , 养 成 有 步骤 地 进行 推理 的 习惯 . 当 

然 , 我 并 不 主张 所 有 的 人 都 成 为 知识 渊博 的 数学 家 ,而 

只 是 认为 ,人 们 通过 学 习 数 学 ,能 使 他 们 的 理智 获得 还 

辑 推理 的 方法 ,由 此 他 们 就 可 能 去 把 知识 进行 推广 和 发 

展 . 对 于 种 种 推理 而 言 , 每 个 论点 都 要 像 数 学 证 明 那 样 

去 论证 , 弄 明 白 各 种 观点 之 间 的 相互 联系 和 相互 依存 关 
系 , 直 到 找 出 其 中 之 根源 与 本 质 所 在 为 止 . 

-一 一 约 因 。 洛 克 (John Locke) 

The Conduct of the Understanding ,Sect. 7. 


4.15 纯 数 学 的 学 习 和 研究 ,作为 推理 能 力 的 训练 
而 言 , 则 是 最 好 没有 的 . 因为 数学 推理 是 一 种 纯粹 的 逻 
辑 推理 ,因而 不 会 受 武断 的 影响 . 数学 的 优越 之 处 在 于 
一 且 开 始 研究 了 某 一 事物 , 便 能 在 智力 练习 中 对 事物 进 
行 分 解 与 组 合 . 

一 一 温 特 雷 (R. Whately) 

Annotations to Bacon’s Essays (Boston, 1873), 


Essay 1. 


4. 16 经 典 的 评论 都 认为 ,几何 就 是 极 好 的 逻辑 . 
-一 乔治 。 贝克 革 (George Berkely) 
The Analyst ,2; works (London, 1898) ,Vol. 3. 
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4.17 ”假如 我 们 想 摆脱 猜想 与 或 然而 去 进行 一 些 
推理 的 训练 ,并 且 不 再 完成 权衡 证 据 或 由 结合 实例 而 上 
升 到 普遍 命题 的 困难 任务 ,如果 我 们 只 是 简单 地 希望 知 
道 如 何 处 理 所 获 之 命题 ,以 及 如 何 根据 这 些 命题 去 进行 
演绎 推理 ,那么 显然 地 我 们 就 必须 在 自己 的 思想 宝库 中 
存放 那些 正确 的 原理 ,特别 是 那些 最 原始 的 公理 或 原 
则 ,都 必须 是 正确 无 误 的 . 事实 上 ,如 果 我 们 的 思维 过 程 
导致 了 错误 的 结论 ,这 可 能 就 是 由 于 一 开始 就 接受 了 错 
误 的 前 提 ,在 此 情况 下 , 则 无 论 我 们 的 推理 过 程 是 如 何 
无 误 , 也 不 可 能 再 从 错误 的 结论 中 解救 出 来 . 另 一 种 情 
况 可 能 是 原始 依据 无 误 ,但 在 推理 过 程 中 出 现 失误 , 因 
而 导致 错误 结论 . 在 数学 或 其 他 纯 科学 中 ,在 几何 、 算 
术 、 代 数 、 三 角 学 ,以 及 关于 变量 或 曲线 的 微 积分 中 ,其 
最 原始 的 原则 是 没有 也 不 可 能 有 错误 的 ,因而 我 们 在 此 
就 只 要 把 注意 力 集中 于 推理 过 程 . 上 述 这 些 学 科 都 是 基 
于 空间 与 数 的 原始 真理 的 ,因而 通常 认为 这 些 学 科 所 提 
供 的 理论 都 是 正确 的 理论 . 柏拉图 曾 在 他 的 哲学 学 校门 
口 张榜 声明 :“ 不 熟悉 几何 学 的 人 请 勿 人 内 ”但 这 并 不 
表示 那些 涉及 线 与 面 的 问题 要 在 他 的 各 种 课程 中 进行 
讨论 ,相反 地 ,他 所 注意 的 那些 论题 , 却 都 是 些 关于 社会 
的 .政治 的 和 道德 的 深刻 问题 . 对 于 这 些 问题 的 探索 , 思 
维 本 身 也 能 受到 锻炼 . 柏拉图 及 其 追随 者 企图 得 到 关于 
人 的 存在 .责任 .尊严 及 人 们 与 他 们 所 面 对 的 上 帝 与 未 
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知 世 界 之 关系 的 结论 . 然而 几何 与 这 些 事情 有 什么 关系 
呢 ? 简 言 之 ,一 个 人 如 果 没 有 经 过 系统 的 推理 思维 的 严 
格 训 练 , 他 就 不 能 适应 讨论 和 探索 上 述 那 些 高 级 的 论 
题 . 人 们 所 需 获 得 之 逻辑 知识 与 从 几何 学 中 获得 的 知识 
十 分 相似 ,几何 学 在 柏拉图 时 代 是 唯一 的 被 系统 化 了 的 
科学 . 在 我 们 英国 也 是 长 期 地 在 同样 的 原则 之 下 行动 
的 . 我 们 未 来 的 律师 、 牧 师 和 政治 家 都 要 在 大 学 里 学 习 
有 关上 曲线 .角度 .数量 及 比例 等 数学 知识 ,这 并 不 是 因为 
这 些 数学 课程 与 他 们 的 生活 需要 或 攻读 方向 有 多 大 的 
关系 ,而 是 因为 他 们 通过 学 习 这 些 数 学 知识 ,就 能 使 之 
养 成 坚定 不 移 的 .严格 而 精确 的 思维 习惯 ,这 对 于 今后 
取得 成 功 是 必 不 可 少 的 . 
一 一 费 契 (J. C. Fitch) 
Lectures on Teaching (New York, 1906). 


4.18 众所周知 ,善于 推理 的 能 力 不 是 天 生 的 . 经 
验 告诉 我 们 ,教育 能 促使 那些 潜在 能 力 的 发 展 ,如 果 没 
有 教育 ,这 些 潜在 能 力 就 发 展 不 起 来 . 正如 要 获得 游泳 
和 筑 围 墙 的 技术 ,就 必须 先 去 学 习 游 泳 和 筑 围 墙 一 样 ; 
要 获得 推理 的 技巧 和 有 具有 推理 的 能 力 ,也 必须 先 去 学 习 
推理 . 为 了 推理 ,我 们 要 选取 和 掌握 各 种 思想 与 材料 ， 
要 研究 语言 .数学 与 历史 . 当 我 们 对 某 些 事物 进行 推理 
时 ,只 要 这 些 事 物 确实 是 可 以 进行 推理 的 ,那么 推理 本 
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身 与 事物 自身 之 间 究 竟 是 什么 关系 的 问题 不 是 最 重要 
的 ,关键 是 在 推理 之 外 ,还 要 用 其 他 方法 去 验证 推理 结 
果 之 真 伪 .在 推理 过 程 中 ,我 们 一 旦 确认 天 然 磁铁 指 问 
性 之 后 ,就 要 对 这 一 新 发 现 去 作 应 用 性 研究 ,并 在 应 用 
中 前 进 . 我 们 在 发 现 新 航道 以 前 ,必须 在 已 知 的 港口 之 
间 构 筑 许多 航道 . 因此 ,我们 的 推理 能 力 就 在 于 :在 我 们 
完全 相信 可 以 推理 之 前 ,我 们 可 以 用 其 他 的 方法 来 确证 
推理 要 素 的 真 与 假 . 基于 下 列 原则 ,可 以 确认 数学 是 最 
适合 于 进行 推理 的 学 科 : 

(1) 任 何 术 语 都 被 清楚 地 解释 , 且 仅 有 唯一 的 含义 ， 

很 少 用 两 个 词 来 定义 同一 个 概念 . 

(2) 原始 公理 来 自 大 量 的 观察 ,并 且 都 是 十 分 明 扎 的 . 

(3) 证 明 过 程 都 严格 地 合乎 逻辑 而 毫 不 含糊 ,不 受 
任何 权威 意见 之 约束 或 限制 . 

(4) 推 理 结果 之 真 伪 总 能 用 其 他 方法 去 进行 验证 . 
例如 ,几何 学 中 可 用 实际 测量 的 办 法 去 验证 ,代数 计算 
的 结果 可 用 算术 计算 去 验证 等 . 

(5) 数 学 中 不 存在 那 种 意义 含混 的 词 ,种 种 表示 程 
度 差别 的 或 言词 过 甚 的 形容 词 或 副词 都 不 予 使 用 . 

一 一 奥 格 斯 脱 斯 * 德 ， 摩根 CAugustus De Morgan) 

On the Study and Difficulties of Mathematics 


(Chicago, 1898),chap. 1. 


。39 。 


4. 19 教育 孩子 的 目标 应 该 是 逐步 地 组 合 他 们 的 
知 和 行 (knowing and doing). 在 各 种 学 科 中 ,数学 是 最 
能 实现 这 一 目标 的 学 科 . 
一 一 依 曼 努 尔 ， 康 德 (Immanuel Kant) 
Werkel Rosenkranz und Schubert |], Bd. 9 (Leip- 
zig ,1838). 


4. 20 学 习 数 学 是 为 了 探索 宇宙 的 奥秘 . 如 所 知 ， 
星球 与 地 层 、 热 与 电 、 变 易 与 存在 的 规律 ,无 不 涉及 数学 
真理 . 如 果 说 语言 反映 和 揭示 了 造物 主 的 心声 ,那么 数 
学 就 反映 和 揭示 了 造物 主 的 智慧 ,并 且 反 复 地 重复 着 事 
物 如 何 变 易 为 存在 的 故事 . 数学 集中 并 引导 着 我 们 的 精 
力 、 上 自尊 和 愿望 去 认识 真理 ,并 由 此 而 生活 在 上 帝 的 大 
家 庭 中 .正如 文学 诱导 人 们 的 情感 与 了 解 一 样 ,数学 则 
启发 人 们 的 想象 与 推理 . 

-一 一 羌 塞 劳 尔 (W. E. Chancellor) 

A Theory of Motives, Ideals and Values in Edu- 

cation (Boston and New York ,1907). 


4.21 完全 离开 数学 知识 ,那么 即使 是 世界 上 最 简 
单 的 现象 也 是 无 法 了 解 的 . 随 着 对 自然 界 奥 秘 的 深入 探 
过 ,同时 也 就 使 得 数学 充分 地 发 展 . 

一 一 扬 (J. W. A. Young) 
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The Teaching of Mathematics(New York ,1907). 


4.22 对 于 目 然 界 的 万 事 万 物 而 言 ， 如 果 离 开 了 
数学 的 帮助 ,那么 再 敏感 的 也 不 能 被 发 现 , 再 简明 的 也 
不 能 被 证 明 ,再 灵巧 的 也 不 能 被 使 用 . 

一 一 培根 勋 醚 (Lord Bacon) 

De Augmentis, Bk.2;Advancement of Learning, 

Bk. 3. 


4.23 数学 知识 对 于 我 们 来 说 ,其 价值 不 只 是 由 于 
它 是 一 种 有 力 的 工具 ,同时 还 在 于 数学 自身 的 完美 . 在 
数学 内 部 或 外 部 的 展开 中 ,我们 看 到 了 最 纯粹 的 逻辑 思 
维 活 动 , 以 及 最 高 级 的 智能 活力 的 美学 体现 
雷 德 。 普 林 希 姆 (Alfred Pringsheim) 
Ueber Wert und angeblichen Unwert der Math- 


ematik; Jahresbericht der Deutschen Mathema- 


tiker Vereinigung, Bd. 13. 


4.24 ”数学 是 根据 那些 与 数学 相关 的 关系 的 奇妙 
的 性 质 , 根 据 那 些 简 明 而 又 确定 的 术语 ,以 及 那些 在 一 
连 串 定理 中 所 表现 出 来 的 . 令 人 鲜 莫 而 又 严格 的 逻辑 推 
理 去 演绎 展开 的 ,这 些 优点 极为 突出 ,并 且 值 得 人 们 分 
别 地 去 作 详 细 的 阐明 . 
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一 -一 杜 格 尔 德 。 斯 泰 添 尔 特 (Dugald Stewart) 
Philosophy of the Human Mind, Part 2, chap. 2， 
Sect. 3. 


4.25 根据 数学 中 的 形式 与 内 容 的 交互 作用 ,学 生 
们 逐步 地 熟悉 了 数学 方法 ,使 得 他 们 能 通过 自己 的 努 
力 ,在 一 定 限度 内 产生 和 扩充 自己 的 知识 ,而 且 日 益 加 
强 了 与 这 些 活动 相关 的 理智 活动 的 自觉 性 与 自信 心 .所 
有 这 些 都 是 数学 训练 所 导致 的 最 美丽 与 最 杰出 的 结果 . 
阿 夫 雷 德 。 普 林 希 姆 (Alfred Pringsheim) 
Ueber Wert und angeblichen Unxwwert der Math- 


ematik; Jahresbericht der Deutschen Mathema- 


tiker Vereinigung (1904). 


4.26 ”数学 使 思维 产生 活力 ,并 使 思维 不 受 偏见 、 
轻信 与 迷信 的 影响 与 干扰 . 
一 一 一 约 朝 * 阿尔 布 斯 纳 特 (John Arbuthnot) 


Usefulness of Mathematical Learning. 


4.27 那些 能 够 克服 困难 而 掌握 数学 知识 的 人 感 
到 学 习 数 学 是 一 种 乐趣 ,有 时 甚至 着 了 迷 . 数学 离开 宇 
宙 的 真实 虽然 还 有 相当 的 距离 ,但 在 数学 领域 中 却 包 合 
着 大 量 的 、 具 有 强烈 的 知识 兴趣 感 的 元 素 , 求 解数 学 问 
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数学 的 价值 


题 时 的 奇妙 手段 能 使 充满 智慧 的 头脑 欢欣 鼓舞 ;无 数 的 
科学 结构 使 人 们 在 惊奇 中 起 乎 所 以 . 


Education as a Science (New York ,1898). 


4.28 ”思维 通过 比较 一 些 概念 ,并 在 概念 之 间 去 辩 
别 一 些 关系 的 相似 性 与 差异 性 而 去 进行 推理 . 在 人 们 清 
楚 地 理解 特殊 性 的 基础 上 ,又 通过 思维 去 把 握 普 遍 性 的 
真理 . 任何 一 个 小 孩 都 能 很 好 地 按 如 下 的 观念 层次 去 考 
虑 问题 :2 颗 石 子 与 3 颗 石 子 加 起 来 是 多 少 颗 石子 ?” 而 
2 支 铅笔 与 3 支 铅笔 加 起 来 又 是 多 少 支 ? 2 个 球 与 3 个 
球 加 起 来 是 几 个 ? 2 个 小 孩 与 3 个 小 孩 在 一 起 是 几 个 
小 孩 ? 2 英寸 与 3 英寸 加 起 来 是 多 少 英寸 ? 2 英尺 与 3 
英尺 加 起 来 又 是 多 少 英 尺 ? 2 与 3 之 和 是 多 少 ? 经 过 
这 一 连 串 问题 的 思考 之 后 ,孩子 们 会 茅 塞 顿 开 地 惊 呼 ， 
“为 什么 总 是 如 此 呢 ?” 于 是 ,一 种 乐趣 便 油 然而 生 . 这 种 
乐趣 乃 来 自 于 思维 活动 由 特殊 到 一 般 的 抽象 过 程 , 这 是 
-一 种 由 于 感到 自己 能 够 获得 成 功 而 产生 的 ,由 生命 的 火 
花 所 给 予 的 纯真 的 快乐 . 上述 这 一 发 现 是 很 伟大 的 ,对 
思想 所 产生 之 持续 影响 也 是 确定 无 疑 的 . 如 所 知 , 伟 大 
的 牛顿 也 正 是 凭借 着 这 样 的 抽象 思维 方法 而 发 现 万 有 
引力 定律 的 . 孩子 们 通过 这 种 发 现 的 乐趣 和 激励 ,产生 
并 培植 了 酷爱 学 习 的 感情 和 强烈 的 求知 欲望 . 良好 的 算 
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术 教 学 将 对 这 种 种 发 现 提 供 一 系列 的 机 会 . 
-一 一 乔治 。 迈 尔 斯 CGeorge Myers) 
Arithmetic in Public Education (Chicago). 


4.29 每 一 门 科学 都 有 制 怒 和 消除 易 怒 情绪 的 功 
效 , 其 中 尤 以 数学 的 制 怒 功效 最 为 显著 . 

一 一 和 鲁 什 博士 (Dr. Rush) 

Quoted in Day’s Collacon (London, no date) 


4. 30 ”数学 是 宗教 的 朋友 ,因为 数学 能 唤起 热情 而 
抑制 急躁 ,净化 灵魂 而 使 之 杜绝 偏见 与 错误 . 恶习 态 是 
错误 .混乱 和 虚伪 的 根源 ,所 有 的 真理 都 与 此 抗衡 . 而 数 
学 真理 更 有 益 于 青年 人 屏 弃 晋 习 ,因为 数学 的 喜悦 能 使 
人 忘却 一 切 , 而 且 一 个 人 如 果 要 想 超 脱 几 俗 而 与 志 隔 
绝 ,那么 通过 研究 数学 而 去 实现 这 一 目的 ,显然 是 一 条 
易 获 成 效 而 又 理想 之 途径 . 

一 一 约翰 。 阿 尔 布 斯 纳 特 (John Arbuthnot) 


Usefuiness of Mathematical Learning. 
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培根 勋爵 (Lora Bacon,1561 一 1626) 英国 哲学 家 ,科学 家 . 
兽 就 读 于 剑桥 大 学 ,后 学 习 法 律 . 1618 年 被 任命 为 英国 大 法 官 , 同 
年 被 封 为 男 历 ;1621 年 被 封 为 子 历 . 他 是 近代 哲学 史上 首先 提出 
经 验 论 原 则 的 哲学 家 . 他 重视 感觉 经 验 和 归纳 逻辑 在 认识 过 程 中 
的 作用 ,开创 了 以 经 验 为 手段 ,研究 感性 自然 的 经 验 哲 学 的 新 时 
代 , 对 近代 科学 的 建立 起 了 积极 的 推动 作用 ,对 人 类 哲学 史 、 科 学 
史 都 做 出 了 重大 的 历史 贡献 . 被 马克 思 誉 为 “英国 唯物 主义 和 整个 
现代 实验 科学 的 真正 始祖 ”. 
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五 数学 的 教学 


5.1 在 数学 中 ,有 两 点 值得 注意 :第 一 ,数学 能 激 
发 人 们 的 创造 力 ,发 展 和 锻炼 人 们 的 逻辑 推理 能 力 与 判 
断 能 力 ,而 且 还 能 使 人 养 成 简明 表达 的 习惯 ;第 二 ,由 于 
纯 数 学 本 身 之 各 个 分 支 之 间 的 联系 ,以 及 它 与 各 门 应 用 
学 科 之 间 的 种 种 联系 ,足以 使 得 学 生 们 能 在 数学 的 学 习 
中 清楚 地 认识 和 了 解 原理 与 事物 之 间 的 关系 . 

International Commission on the Teaching of 

Mathematics, American Report; U. S$. Bureau 


of Education, Bulletin 1912,No.4. 


5.2 中 学 数学 教学 之 目的 在 于 通过 系统 地 学 习 几 
何 与 代数 的 知识 ,而 去 培养 学 生 们 的 推理 能 力 ,以 及 运 
用 代数 工具 求解 实际 问题 的 能 力 ,并 且 激 发 他 们 对 数学 


。47 。 


科学 的 兴趣 . 


International Commission on the Teaching of 


Maihematics, American Report; U. S. Bureau 


of Education, Bulletin 1912,No. 4. 


5.3 中 学 数学 课程 并 不 是 针对 任何 专门 技术 训练 
而 开设 的 , 它 是 公共 文化 的 一 部 分 ,通过 数学 的 学 习 而 
去 培养 学 生 的 空间 直觉 能 力 与 逻辑 思维 能 力 ,锻炼 学 生 
运用 清晰 的 语言 去 正确 地 表达 思想 的 能 力 , 因 而 数学 教 
学 具有 伦理 学 与 美学 的 效应 . 对 于 理解 人 类 文化 的 发 展 
和 进一步 的 文明 建设 而 言 ,作为 普通 教育 中 的 数学 教学 
是 必 不 可 少 的 一 部 分 . 

Unterrichtsbldtter ar Mathematik und Natur- 


wissenscha ft(1904). 


5.4 数学 教学 之 根本 目的 应 当 是 培养 和 提高 学 生 

处 理 实 际 问题 的 能 力 , 为 他 们 提供 应 用 于 其 他 学 科 的 推 

理 方法 ,而 并 不 是 单纯 地 为 了 给 学 生 提 供 某 种 求解 具体 
问题 的 工具 . 

一 一 非 力 浦 。 马 格 纳 斯 (Philip Magnus) 

Perry'’s Teaching of Mathematics (London, 1902). 


5.5 不 论 人 们 未 来 的 职业 选择 如 何 , 促 进 智力 的 
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一 般 发 展 总 是 数学 教学 的 基本 目的 . 
一 一 雷 特 (F. Reidt) 
Anleitung zum Mathematischen Unterricht an 


hoheren Schulen (Berlin,1906). 


5.6 古代 人 毕生 致力 于 算术 的 研究 ,而 且 往 往 为 
了 开 方 或 求 乘 积 而 费时 数 日 .所 以 让 学 生 较 直接 地 进 人 
乘法 的 学 习 , 并 在 较 高 的 起 点 上 去 学 习 抽 象 推理 等 等 做 
法 是 有 益 的 . 相反 地 ,证 学 生 古 板 地 学 习 欧 儿 里 得 (Eu- 
clid) 之 前 四 卷 中 之 许多 命题 ,并 用 信介 或 经 验 去 假设 这 
些 命题 的 真实 性 ,再 让 学 生 用 简单 的 代数 方法 去 学 习 欧 
几 里 得 的 第 五 卷 书 … 总 而 言 之 ,让 学 生 从 那些 早 被 现代 
习惯 所 舍弃 的 办 法 和 起 点 去 开始 他 们 的 严格 学 习 是 有 
害 的 … 当 前 对 于 数学 教师 的 智力 训练 方法 从 妥 ,往往 使 
他 们 过 于 谨 小 慎 微 ,而 且 常 为 一 些 琐 雁 之 处 而 迟疑 不 
决 .这 些 琐碎 之 处 大 多 数 是 欧 几 里 得 第 六 卷 书 中 的 那些 
关于 不 可 通 约 的 命题 、 如 何在 几何 中 使 用 算术 、 力 的 平 
行 四 边 形 、 以 及 十 进 制 等 等 . 
一 一 约 畏 ， 墙 里 (John Perry) 
The Teaching of Mathematics (London, 1904). 


5.7 初等 数学 的 教学 应 为 高 等 数学 教学 铺 平 道 
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记 渴 求 随 之 而 来 的 未 知 , 并 应 把 求知 中 可 能 发 生 的 困难 
告诉 学 生 . 我 认为 当前 算术 教学 中 的 缺点 在 于 不 去 追求 
普遍 原则 ,而 让 种 种 具体 规则 取而代之 ,并 且 不 在 少数 
公理 的 基础 上 去 作 深 刻 而 精细 的 思考 . 
一 一 稚 德 进 (W. H. H. Hudson) 
Perry' s Teaching of Mathematics ( London, 
1904). 


5.8 数学 是 计算 的 艺术 ,正如 建筑 是 砌 砖 .绘画 是 
调 色 、 地 质 是 碎 石 以 及 解剖 是 室 割 的 艺术 等 等 一 样 . 
一 一 开 塞 尔 (C.J]. Keyser) 
Lectures on Science, Philosophy and Art (New 
York ,1908). 


5.9 数学 教学 一 一 从 普通 计算 到 高 等 数学 不 

仅 必 须 和 自然 知识 相 结 合 , 同 时 还 要 与 学 生 思 维 中 的 经 
验 事实 相 联 系 . 

-一 一 薪 巴 特 (J. F. Herbart) 

Letters and Lectures on Education[ Felkin |(Lon- 


don 多 1908 ) . 


s. 10 任何 方法 论 的 教科 书 都 不 能 完全 适应 学 生 
们 的 理解 力 、 想象 力 .逻辑 思维 与 抽象 思维 能 力 的 发 展 . 
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在 这 里 ,教学 艺术 显得 非常 重要 ,教师 必须 及 早 地 提醒 
学 生 注 意 ,数学 对 象 与 客观 实体 相差 甚 远 ,数学 对 象 是 
数量 空间 的 真实 , 它 与 现实 的 物理 空间 是 根本 不 同 的 . 
学 生 们 也 会 逐步 地 意识 到 , 那 种 超越 可 感知 的 实际 星球 
宇宙 体 的 空间 是 不 可 能 通过 感 观 去 认识 的 . 对 此 ,我 们 
既 不 知 其 本 性 ,也 缺乏 对 它 的 判断 基础 . 另 一 方面 ,数量 
空间 也 是 受 条 件 支配 的 ,这 些 条 件 往往 构成 一 个 公理 系 
统 ,我 们 能 从 无 穷 的 范围 内 去 规定 它 的 性 质 . 例如 , 欧 几 
里 得 几何 公理 系统 ,对 于 一 个 学 生来 说 ,最 终 能 够 接受 
并 进入 如 上 所 说 真理 性 境界 ,往往 要 经 过 多 年 的 磨炼 . 
-一 -高 斯 塔 夫 。 霍 尔 兹 继 勒 (Gustav Holzmailler) 
Methodisches Lehrbuch der Elementar-Mathema- 
tik (Leipzig ,1904),’Teilt IT, Vorvwwort. 


5.11 一 个 教学 效果 良好 的 数学 教师 ,如 果 改 行 执 
教 于 其 他 课程 (诸如 物理 学 、 化 学 、 生 物 学 和 心理 学 等 
等 ) 的 话 ,其 教学 效果 通常 也 不 会 烽 脚 ,除非 他 完全 不 能 
进行 实验 演示 . 然而 反 过 来 ,任何 一 个 实验 师 ,如 果 没 有 
托 实 的 基础 理论 知识 ,如 果 缺 乏 推理 能 力 , 则 也 必然 会 
经 常 出 错 . 
亚历山大 ， 贝 因 (Alexander Bain) 
Education as a Sciencel New York ,1898). 
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5.12 用 以 直观 地 阐明 原理 内 容 的 图 形 , 应 当 力 求 
简洁 和 单纯 , 且 应 尽 可 能 地 消除 附加 的 东西 ,以 使 学 生 
们 的 思维 清晰 而 不 被 搅乱 ,同时 还 要 提醒 学 生 经 常 注意 
那些 被 描绘 的 细节 的 特征 . 

Keport of the Committee of Ten on Secondary 


School Subjects, (New York ,1894). 


5.13 几何 推理 与 算术 运算 各 有 其 不 同 的 功能 和 
特点 . 如 果 在 基础 教学 中 对 两 者 不 能 区 分 而 混杂 不 清 ， 
则 对 于 正确 掌握 几何 推理 与 算术 运算 而 言 是 有 害 的 . 

一 一 德 。 摩根 (A. De Morgan) 
Trigonometry and Double Algebra (London,1849). 


5.14 方程 式 是 算术 计算 的 表达 式 , 但 在 几何 学 
中 ,除了 一 些 几何 量 ( 如 线 . 面 . 体 及 比例 ) 彼 此 相等 的 情 
形 外 ,方程 式 是 没有 什么 其 他 地 位 的 . 乘 、. 除 之 类 的 运算 
被 引入 几何 之 中 是 不 够 慎重 的 ,因为 这 是 违背 科学 原始 
设计 之 原则 的 … 算 术 与 几何 这 两 种 学 科 不 应 被 混淆 . 古 
代 学 者 对 此 确 有 严格 区 别 , 他 们 从 不 将 算术 术语 引入 到 
几何 学 中 去 . 而 当前 对 于 二 者 的 混淆 . 致使 几何 学 失去 
了 它 的 简洁 美 ,而 几何 学 的 简洁 美 却 又 正 是 几何 学 之 所 
以 完美 的 核心 所 在 … 
一 一 牛顿 (Newton) 
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On the Linear Construction of Equations; Uni- 


versal Arithmetic (London,1769) ,Vol. 2. 


5.15 代数 与 几何 如 果 各 自 沿 着 自己 的 路 线 去 发 
展 的 话 ,那么 它们 的 发 展 将 是 十 分 缓慢 的 ,而 且 应 用 范 
围 也 比较 有 限 . 然而 ,代数 与 几何 这 两 门 学 科 能 交融 地 
发 展 , 就 能 够 彼此 吸收 新 的 活力 而 迅速 发 展 , 直 至 进入 
完美 的 境地 . 


拉 格 有 并 日 (Lagrange) 
Lecons Eléementaires sur Les Mathematiques, Le- 


con Cinguéime. L McCormackj. 


5.16 有 人 主张 依靠 直观 去 进行 数学 教学 ,我 却 认 
为 再 没有 比 这 种 数学 教学 方法 更 为 荒 雇 和 更 为 有 害 的 
了 .每 一 个 数学 教师 都 应 当 不 遗 余力 地 教会 学 生 去 思考 
而 不 依赖 于 直观 感觉 . 

一 一 柯 勒 里 吉 (S. T. Coleridge) 
Lectures on Shakespere(Bohn Library). 


5.17 不 下 苦 功 是 不 能 获得 数学 知识 的 ,而 下 匣 功 
却 是 每 个 人 自己 的 事 ,数学 教学 方法 的 逻辑 严格 性 并 不 
能 在 较 大 程度 上 去 增强 一 个 人 的 努力 程度 . 

了 呵 夫 雷 德 。 普 林 和 希 姆 (Alfred Pringsheim) 
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拉 格 度 日 (1agrange,1736~1813) 法 国 数学 家 .物理 学 家 . 
拉 格 朗 日 科学 研究 所 涉及 的 领域 极其 广泛 . 他 在 数学 .力学 和 天 文 
学 三 个 学 科 领 域 中 都 有 历史 性 的 贡献 ,其 中 尤 以 数学 方面 的 成 就 
最 为 突出 . 他 在 数学 上 最 突出 的 贡献 是 使 数学 分 析 与 几何 与 力学 
脱离 开 来 ,使 数学 的 独立 性 更 为 清楚 ,从 此 数学 不 再 仅仅 是 其 他 学 
科 的 工具 . 近 百 余年 来 ,数学 领域 的 许多 新 成 就 都 可 以 直接 或 间接 
地 溯源 于 拉 格 朗 日 的 工作 ,在 数学 史上 被 认为 是 对 分 析 数 学 的 发 
展 产 生 全 面 影响 的 数学 家 之 一 . 
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Jahresbericht der Deutschen Mathematiker Vcre- 


inigung (1898). 


5.18 视 证 明 的 严格 性 为 简洁 性 之 敌人 的 观点 是 
错误 的 . 相反 地 ,大 量 的 事例 使 我 们 确信 严格 的 方法 同 
时 也 是 简洁 而 易于 理解 的 方法 . 正 是 为 了 力求 严格 ,我 
们 才 必 须 去 寻找 简洁 的 证 明 方 法 . 

: 一 一 希 尔 伯 特 (D. Hilbert) 

Marthematical Problems; Bulletin American Ma- 


thematical Society ,Vol. 8. 


5.19 ”应 该 记 住 ,准备 讲演 的 原则 是 在 讲稿 准备 完 
毕 之 后 ,必须 让 自己 的 思想 离开 讲演 主题 而 去 彻底 体 
息 ,这 样 做 能 使 您 的 思想 去 酝酿 和 进入 新 的 组 合 状态 . 
相反 地 ,如 果 您 的 思想 总 是 围绕 着 讲演 主题 而 一 直 处 在 
积极 状态 ,那么 在 您 去 讲演 的 时 候 就 会 陷入 混乱 . 
一 一 德 。 摩根 (A. De Morgan) 
Letter to Hamilton ;Graves: Life of W.R. Ham- 
ilton (Nerw York ,1882 一 1889) ,Vol. 3. 
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欧 几 里 德 (Euclid, 公元 前 330 一 公元 前 275) 希腊 数学 家 ， 
出 生 于 雅典 , 曾 在 Plato 学 院 求学 . 雅典 衰落 后 ,他 应 Ptolemy 国王 的 
要 求 到 亚历山大 里 亚 城主 持 数学 学 派 的 工作 . 传说 他 是 一 位 温和 、 仁 
慈 的 长 者 ,学 生 们 都 很 尊重 他 . 他 治学 严谨 ,不 图 名 利 ,据说 当 Ptolemy 
国王 向 他 询问 学 习 几 何 知 识 的 捷径 时 ,他 答 道 “几何 无 王者 之 道 . ” 当 
有 一 个 学 生 刚 学 完 第 一 个 几何 命题 便 问 Euclid 学 了 几何 后 将 得 到 什 
么 好 处 时 ,Euclid 则 幽默 地 对 侍者 说 : 拿 一 个 便士 给 这 位 先生 ,因为 他 
想 从 自己 的 学 习 中 获得 好 处 , ”Euclid 最 出 名 的 著作 是 《几何 原本 》 他 
把 Eudoxus 的 许多 定理 收入 《几何 原本 》, 并 完善 了 前 人 的 证 明 , 给 出 
了 无 懈 可 击 的 论证 . 对 于 公理 的 特定 选择 ,把 定理 排列 起 来 以 及 一 些 
定理 的 证 明 是 属于 他 的 ,正如 论证 之 精彩 和 严密 应 该 归功 于 他 一 样 . 
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六 数学 的 学 习 与 研究 


6.1 阅读 代数 文章 ,首先 应 该 注意 并 充分 了 解 其 
中 所 表述 的 各 个 不 同 过 程 ,以 及 这 些 过 程 之 间 的 相互 联 
系 ,而 且 必 须 在 阅读 时 高 度 集 中 注意 力 . 对 于 数学 的 学 
习 ,要 想 在 学 生 完全 掌握 某 个 数学 过 程 之 前 ,就 能 把 该 
数学 过 程 有 关 的 一 切 内 容 都 装 进 学 生 的 头脑 之 中 是 不 
可 能 的 . 例如 ,加 法 、 乘 法 以 及 开 方 等 运算 的 数学 过 程 都 
有 极其 丰富 的 内 容 , 但 在 学 生 们 学 习 这 些 运 算 的 时 候 ， 
许多 有 关 的 详细 结果 或 内 容 都 是 被 删 去 的 . 为 外 ,学 习 
数学 的 人 都 必须 用 自己 的 笔 去 做 数学 练习 ,任何 一 个 学 
习 数学 的 人 都 不 可 能 完全 脱离 目 己 的 手 去 稳 握 数学 认 
识 . 

一 一 德 。 摩根 (A. De Morgan) 
Study and dif ficulties of Mathematics (Chica- 
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go0,1902) ,chap,. 12. 


6.2 等 习 数学 不 应 忽视 数字 计算 ,特别 不 应 放弃 
那些 利用 对 数 表 去 进行 计算 的 练习 机 会 . 须知 学 生 关 于 
应 用 数学 原理 去 解决 实际 问题 的 能 力 ,正好 是 与 他 们 的 
计算 能 力 成 正比 例 的 . 

一 一 德 。 摩 根 (A. De Morgan) 

Study and Dif ficulties of Mathematics (Chica- 

g0»,1902) ,chap. 12. 


6.3 阅读 数学 书籍 ,必须 持之以恒 地 集中 注意 力 ， 
只 有 这 样 才 能 认识 和 了 解 书 中 每 一 句 话 的 意义 . 尤其 是 
在 阅读 一 本 优秀 的 数学 著作 的 时 候 , 就 更 应 该 如 此 … 另 
外 , 养 成 仔细 研读 课文 的 习惯 十 分 重要 . 须知 仔细 推 项 
语句 的 习惯 ,无 论 对 于 学 习 生 活 , 还 是 实际 生活 来 说 ,都 
是 非常 有 价值 的 . 尤其 是 在 学 习 较 为 高 深 的 数学 知识 
时 ,这 样 一 种 习惯 就 更 是 必 不 可 少 . 在 学 习 那 些 难 以 插 
和 实例 而 加 以 说 明 的 课文 时 ,学 生 们 更 应 逐 字 逐 名 地 研 
该 并 掌握 其 中 的 每 个 复杂 论据 . 
一 一 依 萨 克 ， 托 德 夯 脱 (lsaac Todhunter) 
Private Study of Mathematics; Conflict of 
Studies and other Essays (London,1873). 
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6.4 ”对 于 每 一 本 值得 阅读 的 数学 书 ,必需 “前 后 往 
返 * 地 去 阅读 ( 拉 格 朗 日 语 ), 现在 我 对 这 句 话 稍 作 修饰 
并 阐明 如 下 :“ 继 续 不 断 地 往 下 读 , 但 又 不 时 地 返回 到 已 
读 过 的 那些 内 容 中 去 ,以 便 增强 你 的 信心 .” 另 外 , 当 您 
在 研读 之 中 ,一 旦 陷入 难 懂 而 又 枯燥 的 内 容 之 中 时 ,不 
妨 暂 且 越 过 而 继续 往 前 阅读 ,等 到 你 在 下 文中 发 现 被 越 
过 部 分 的 重要 性 和 必要 性 时 ,再 回 过 头 去 研读 它 . 
一 一 乔治 。 克 里 斯 托 (George Chrystal) 
Algebra, Part 2(Edinburgh ,1889), Preface. 


6.5 发 现 雇 误 并 纠正 雇 误 ,对 于 那些 不 是 初学 数 
学 的 人 来 说 是 一 种 极 好 的 检测 手段 , 它 可 以 检验 你 是 否 
已 经 正确 而 深入 地 了 解 了 数学 的 真 详 , 还 可 以 银 炼 你 的 
智力 ,并 将 你 的 判断 和 推理 严格 地 约束 在 一 种 顺序 之 
中 . 

一 一 维 奥 拉 (J. Viola) 

Mathematische Sophismen (Wien, 1864), Vor- 


TUOrI. 


6.6 能 否 成 功 而 简洁 地 求解 数学 问题 ,在 很 大 程 
度 上 取决 于 求解 方法 的 选择 . 例如 ,对 于 圆锥 截面 的 某 
些 性 质 而 言 ,选用 纯粹 几何 方法 就 能 十 分 简捷 地 子 以 证 
明 ,而 选用 三 维 坐 标 方法 处 理 的 话 , 则 就 势必 要 作 大 量 
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的 运算 才能 解决 问题 . 然而 对 于 圆锥 截面 的 为 外 一 些 性 

质 而 言 ,; 却 正好 相反 , 即 当 采用 三 维 坐标 法 时 ,几乎 是 不 

证 自明 的 ,但 此 时 若 采 用 古老 的 几何 方法 的 话 , 其 至 是 
无 法 证 明 的 . 

一 一 维特 沃 尔 斯 (W. A. Whitworth) 

Modern Analytic Geometry (Cambridge,1866). 


6.7 深入 地 探索 和 人 研究 自然 界 , 万 是 数学 发 展 的 
最 为 丰 宣 的 源 果 ,也 是 数学 发 现 的 最 有 成 效 的 一 种 方 
法 .更 由 于 目标 明确 ,许多 含糊 不 清 的 问题 和 种 种 无 益 
的 计算 也 就 不 会 出 现 . 不仅 如 此 ,对 于 自然 界 的 研究 和 
探索 ,数学 还 是 自我 分 析 , 以 及 在 自然 科学 中 去 发 现 那 
些 为 我 们 所 极为 关注 的 事物 的 重要 手段 . 

一 一 健 立 叶 (]J]. Fourier) 

Théorie Analytique de la Chaleur, Discours Pré- 


liminaire. 


6.8 任何 物理 观 象 都 必须 严格 地 服从 数学 条 件 的 
制约 . 数学 条 件 本 身 固然 是 毋庸 置疑 的 ,然而 问题 还 在 
于 所 被 利用 的 数据 是 否 准确 ,因为 绝 大 多 数 现 象 部 是 非 
芝 复 杂 的 ,在 未 经 实验 证 实 之 前 ,就 很 难 确 认 已 经 考虑 
了 全 部 因素 ,因而 实验 手段 毕竟 不 失 为 检 证 数学 结论 的 
一 种 方法 . 
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-一 条 贝尔 (A.E. Dolbear) 


Matter, Ether, Motionl( Boston,1894). 


6.9 ”学生 应 该 及 早 地 像 数学 大 师 那 样 去 追求 和 进 
行 大 量 的 创造 性 思考 活动 ,而 不 要 让 学 校 里 那 种 无 休止 
的 练习 把 自己 的 头脑 和 弄 得 僵化 和 贫乏 .实际 上 ,沉溺 在 
许多 无 益 的 练习 之 中 ,正好 是 一 种 在 无 意义 劳动 撼 次 之 
下 的 懒惰 ,这样 做 除了 使 人 消磨 意志 之 外 别 无 其 他 作 
用 . 在 伟大 的 前 辈 面 前 去 努力 创造 会 使 人 坚强 ,这 对 于 
生长 在 我 们 这 个 时 代 , 并 注定 要 为 之 而 奋斗 的 科学 家 们 
而 言 ,就 更 为 特别 重要 . 

一 一 贝尔 特 拉 米 (Beltrami) 

Giornale di matematische, Vol, 11. [| Young,l. 


W. |] 


6. 10 ”数学 史 的 学 习 是 非常 有 益 的 , 它 不 仅 能 告诉 
我 们 已 经 有 了 什么 ,而 且 能 教 给 我 们 如 何 去 增 添 什么 . 
德 。 摩根 (De Morgan) 说 :“ 人 类 的 早期 思维 中 就 已 涉 
及 数学 ,思维 史 教 给 我 们 如 何 去 发 现 错误 ,而 其 中 尤其 
要 注意 数学 史 . ”数学 史 警 告 我 们 不 要 草率 地 作 任 何 绪 
论 ,而 且 告 诉 我 们 ,每 一 个 从 事 数 学 研究 的 人 都 不 可 太 
专门 ,因为 看 上 去 相差 甚 远 的 各 个 数学 分 文 之 间 往 往 包 
含 着 意 想 不 到 的 联系 . 数学 史 的 学 习 还 能 使 学 生 们 不 去 
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为 那些 解决 已 久 的 数学 问题 而 浪费 时 间 和 消耗 精力 ,不 
在 攻克 数学 问题 中 去 重 蹈 数学 前 辈 由 于 使 用 错误 方法 
而 导致 失败 的 覆 入 . 数学 史 的 学 习 还 能 告诫 我 们 ,一 个 
阵地 往往 不 是 直 攻 的 办 法 所 能 夺取 的 ,特别 是 当 正 面 攻 
击 难以 制胜 之 时 ,就 要 先行 侦察 并 逐个 占领 主攻 阵地 周 
围 的 据点 ,而 后 寻找 隐蔽 小 道 去 攻占 那个 难以 攻克 的 阵 
地 . 
一 一 卡 约 里 (F. Cajori) 
History of Mathematics (Nerw York ,1897). 


6.11 数学 史 在 人 类 文明 史 中 的 贡献 据 有 极为 重 
要 的 地 位 . 因为 人 类 进步 与 科学 发 展 紧密 相连 ,而 对 于 
数学 与 物理 的 研究 成 果 正 是 理性 进步 的 可 靠 记录 . 

一 一 卡 约 里 (F. Cajori) 
History of Mathematics (New York ,1897). 


6.12 虽说 认为 在 初等 数学 中 已 不 可 能 再 留 下 什 
么 未 被 发 现 或 可 供 改 进 之 处 的 看 法 也 属 过 于 粗糙 ,然而 
依然 可 以 断言 ,数学 这 块 土地 已 被 发 掘 得 如 此 长 久 和 仔 
细 ,所 以 任何 不 费 气 力 的 偶然 发 现 都 是 不 存在 的 . 
-一 一 依 陕 克 。 托 德 夯 脱 (Isaac Todhunter) 
Private Study of Mathematics; Conflict of 
Studies and other Essays(London,1873). 
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6.13 我们 现在 既 不 是 生活 在 发 明 无 穷 小 演算 的 
时 代 ,知识 可 以 沿 着 轨道 平稳 地 向 前 发 展 而 不 受阻 得 ; 
也 不 是 生活 在 发 展 射影 几何 的 时 代 , 研 究 者 们 可 以 朝 着 
这 块 处 女 地 蜂拥 而 来 . 而 我 们 现在 是 沿 着 熟悉 已 久 的 进 
路 前 进 ,再 没有 什么 可 以 沿途 东张西望 . 只 有 那些 用 最 
锐利 的 武器 装备 起 来 的 探索 者 , 才 可 能 继续 深入 到 数学 
领域 中 的 原始 森林 里 去 而 有 所 发 现 . 

一 一 伯 克 哈 特 (H. Burkhardt) 

Mathématisches und Wissenscha fitliches Denken; 

Jahresbericht der Deutschen Mathematiker Vere- 


inigung ,Bad. 11. 


6.14 现代 数学 家 们 再 不 能 停留 在 发 现 孤 立定 理 
的 水 平 上 去 发 展 数学 了 ,他 们 必须 接受 新 思想 的 洗礼 ， 
就 像 陨 星 从 那 未 被 发 现 而 尚 在 猜测 之 中 的 行星 轨道 上 
脱轨 而 出 一 样 . 
一 一 西 尔 维 斯 特 (J.J. Sylvester) 
Notes to the Exeter Association Address; Collect- 
ed Mathematical Papers(Cambridge,1908) ,Vol. 
2. 


6.15 孤立 定理 常 被 误 誉 为 “漂亮 的 定理 ”, 门 外 
汉 也 许 认 为 这 正 是 科学 之 最 有 魅力 的 地 方 , 但 在 现代 数 
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学 家 看 来 ,其 价值 并 不 很 大 . 须知 这 与 植物 学 家 新 发 现 
一 类 漂亮 的 花卉 是 两 回 事 . 
z 一 一 和 严 尔 曼 ， 汉 克 尔 (Hermann Hankel) 
Die Entwickelung der Mathematik in den Letzten 


Jahrhunderten( Tibingen, 1884). 


6. 16 科学 直觉 直接 引导 与 影响 数学 家 们 的 研究 

话 动 ,能 使 数学 家 们 不 在 无 意义 的 问题 上 浪费 精力 . 直 

觉 与 审美 能 力 密 切 相 关 , 这 在 科学 研究 中 是 唯一 不 能 言 

传 而 只 能 意 会 的 一 种 才能 ,但 这 却 是 每 一 个 有 作为 的 数 
学 家 所 不 可 缺少 的 能 力 . 

-一 一 赫 尔 曼 。 汉 克 尔 (Hermann Hankel) 

Die Entwickelung Cer Mathematik in den Letzten 


Jahrhunderten( Tiibingen,1884). 


6.17 数学 家 的 每 一 项 工作 都 需要 直觉 的 帮助 ,他 
们 应 该 相信 自己 的 直觉 能 以 区 别 什么 对 他 们 的 努力 是 
有 实际 意义 的 ,而 什么 又 是 无 意义 的 . 还 应 注意 不 要 使 
自己 变 为 符号 的 奴隶 , 面 对 思 维 , 应 当 经 常 联系 直观 背 
景 和 实际 图 像 . 因此 ,我 认为 十 分 重要 的 是 以 数学 家 为 
奋斗 目标 的 人 ,不 应 到 知识 面 狭 窄 的 学 校 里 去 求学 和 接 
受训 练 ,特别 是 在 最 初 几 年 的 数学 研究 活动 中 ,知识 面 
的 广泛 对 于 今后 的 全 部 工作 将 会 产生 极为 深刻 而 有 益 
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的 影响 . 
一 一 格雷 希 尔 (J. W. L. Glaisher) 
Presidential Address British Association for the 
Advancement of Science, Section A,(1809);Na- 
ture, Vol. 42. 


6.18 任何 一 门 学 科 , 只 要 它 能 提供 丰富 的 问题 ， 
它 就 是 有 生命 力 的 ;相反 地 ,如 果 问 题 贫乏 , 那 就 预示 着 
这 一 学 科 的 独立 发 展 已 经 趋向 消亡 和 终止 . 

一 一 希 尔 伯 特 (D. Hilbert) 

Mathematical Problems; Bulletin American Mathe- 


matical Society ,Vot. 8. 


6. 19 ”在 数学 领域 中 ,也 和 其 他 科学 领域 一 样 , 人 

们 在 创造 性 活动 过 程 中 ,如 果 发 现 自己 已 经 徘徊 和 迷 届 

于 某 些 表 述 形式 中 时 , 则 往往 意味 着 业已 步 人 新 发 现 的 
路 途中 了 . 

一-- 狄 里 克 菜 (P. G. L. Dirichlet) 

Werke , Bd. 2(Berlin,1897). 


6.20 没有 明确 的 问题 或 目标 地 去 寻求 方法 ,必然 
是 徒劳 无 益 的 . 
一 一 和 希 尔 伯 特 (D. Hilbert) 


。65 。 


Mathematical Problems; Bulletin American Mathe- 


matical Society, Vot.%. 


6.21 为 了 激励 人 们 向 前 迈进 ,应 使 所 给 的 数学 问 
题 具 有 一 定 的 难度 ,但 也 不 可 难 到 高 不 可 攀 ,因为 望 而 
生 旦 的 难题 必 将 挫伤 人 们 继续 前 进 的 积极 性 . 总 之 , 适 
当 难 度 的 数学 问题 ,应 该 成 为 人 们 揭示 真理 奥秘 之 征途 
中 的 路 标 ,同时 又 是 人 们 在 问题 获 解 后 的 喜悦 感 中 的 珍 
贵 纪 念 品 . 

一 一 希 尔 伯 特 (D. Hilbert) 

Mathematical Problems; Bulletin American 


Mathematical Society, Vol. 8. 


6. 22 随 着 数学 知识 的 不 断 丰 富 和 发 展 , 要 求 一 个 
科学 研究 者 掌握 他 所 处 时 代 的 全 部 数学 知识 终 将 成 为 
不 可 能 .我 想 指出 ,在 数学 领域 中 ,大 家 都 有 一 个 十 分 次 
刻 的 共同 认识 , 即 在 数学 领域 中 的 每 一 个 具有 实质 性 的 
发 展 , 都 源 于 锐利 工具 和 简明 方法 的 发 现 . 这 些 工 具 和 
方法 既 有 助 于 总 结 、 理 解 以 往 的 理论 ,同时 又 能 把 那些 
庞杂 无 关 的 内 容 清 理 出 去 搁置 一 边 . 对 于 一 个 科研 工作 
者 来 说 ,所 说 锐利 工具 与 简明 方法 被 发 现 的 时 刻 , 也 正 
是 他 在 相关 的 数学 分 支 中 找到 比 任 何 别 的 学 科 中 更 为 
简捷 之 途径 的 时 候 . 
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希 尔 伯 特 (D. Hilbert,1862~1943) 德国 数学 家 . 自 1895 年 
起 任 格 丁 根 大 学 教授 . 他 领导 了 著名 的 格 丁 根 学 派 ,使 格 丁 根 大 学 
成 为 当时 世界 数学 研究 的 重要 中 心 , 并 培养 了 一 批 对 现代 数学 发 
展 做 出 重大 贡献 的 杰出 数学 家 . 他 是 19 世纪 和 20 世纪 初 最 具 影 
响 力 的 数学 家 之 一 ,他 对 数学 的 贡献 是 巨大 的 和 多 方面 的 ,他 的 研 
究 跨越 不 变 式 论 .几何 学 基础 论 .代数 整数 论 、 潜 势 论 .积分 方程 
论 .数学 基础 论 等 几乎 所 有 的 数学 领域 . 他 提出 的 著名 的 “ 希 尔 伯 
特 问题 "对 20 世纪 的 数学 进程 产生 了 深远 的 影响 . 


。67 。 


一 一 希 尔 伯 特 (D. Hilbert) 
Mathematical Problems; Bulletin American 


Mathematica!l Society ,Vol. 8. 


6.23 ”科学 愈 向 前 发 展 , 也 就 您 能 直接 地 认识 和 了 
解 以 前 的 结果 . 这 些 结果 在 过 去 却 要 通过 许多 元 长 的 中 
间 环 节 的 研究 ,才能 被 认识 与 表述 清楚 .一 个 数学 论题 ， 
凡 在 没有 最 终 实现 而 停留 在 任何 中 间 研 究 环节 时 ,都 不 
能 被 认为 是 最 后 完成 了 的. 

一 一 保罗 ， 攻 登 (Paul Gordan) 


Formensystem bindrer Formen (Leipzig ,1879). 


6.24 上 古代 一 位 法 国 几 何 学 家 常常 说 :要 使 一 种 数 
学 理论 变 得 这 样 清 晰 ,以 致 你 能 向 你 在 大 街 上 所 遇 到 的 
第 一 个 人 解释 清楚 ,否则 这 一 数学 理论 就 不 能 被 认为 是 
完善 的 . 

一 一 史密斯 (H.J.S. Smith) 
Nature, Vol. 8(1873). 


6.25 研究 者 的 目的 就 是 去 发 现 和 表达 各 种 基本 
现象 之 间 相 互 制约 .相互 联系 的 方程 式 . 
欧 斯 特 。 马 赫 (Ernst Mach) 
Popular Scientific LecturesCChicagoy1910). 
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6. 26 “最终 解 决 问题 的 决定 因素 依然 是 人 而 不 仅 

仅 是 方法 . 
一 -一 马 希 克 (H. Maschke) 
Present Problems of ALgepra and Analysis ;Con- 
gress of Arts and Sciences (New York and Bos- 


ton ,1905), Vol.1. 


6.27 最 理论 的 也 是 最 实用 的 ,此 言 并 非 那 论 . 
怀特 黑 德 (A. N. Whitehead) 


TIntroduction to Mathematics (Nerw York ) . 


6. 28 ”伟大 的 数学 家 ,诸如 阿 基 米 德 .牛顿 和 高 斯 
等 ,都 把 理论 和 应 用 视 为 同等 重要 而 紧密 相关 . 

一 一 菲 里 克 斯 。 克 荣 因 (Felix Klein) 

Flementarmathematik vom héheren Standpunkte 


aus(Leipzig,1909), Bd.z. 
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菲 里 更 斯 。 克 菜 因 (Fulix Kiein,1849-~1925) 德国 数 
学 家 ,1872 一 1875 年 任 埃 朗 根 大 学 数学 教授 ,1880 一 1886 年 任 莱 
比 锡 大 学 教授 ,1886 一 1913 年 任 格 丁 根 大 学 教授 . 他 在 非 欧 几何 、 
连续 群 论 .代数 方程 论 等 方面 ,都 取得 了 杰出 的 成 就 . 但 主要 贡献 
还 是 在 几何 方面 .他 的 几何 学 群 论 观点 是 19 世纪 几何 学 发 展 史 上 
的 一 次 飞跃 , 它 引 导 了 其 后 50 年 左右 的 几何 学 发 展 . 他 的 数学 史 
至 今 仍 是 19 世纪 数学 史上 的 重要 的 标准 著作 ,作为 当时 的 领袖 数 
学 家 ,他 的 许多 观点 至 今 仍然 对 数学 家 、 数 学 史家 有 所 启迪 . 


。70 。 


七 现代 数学 


7.1 当今 的 时 代 , 乃 是 数学 的 黄金 时 代 . 
一 一 稿 姆 斯 皮尔 朋 特 (James Pierpont) 

History of Mathematics in the Nineteenth Centu- 

ry; Congress of Arts and Sciences (Boston and 


Nerw York ,1905), Vol.1. 


7.2 数学 是 最 古老 的 科学 之 一 ,但 又 是 最 有 积极 
意义 的 科学 之 一 ,因为 数学 这 门 科 学 永远 充满 着 青春 活 
力 . 

一 一 福 尔 西 斯 (A. R. Forsyth) 
Presidential Address British Association for the 
Advancement of Science, Section A,(1897);Na- 
ture, Votl. 56. 
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7.3 19 世纪 当 以 蒸汽 机 的 发 明和 进化 论 的 创立 
而 引 以 为 宁 , 然 而 更 为 令 人 瞩目 的 是 19 世纪 纯 数 学 的 
活动 发 展 而 为 这 个 时 代 说 得 了 更 为 崇高 的 荣誉 . 

一 一 贝尔 特 伦 德 。 罗素 (Bertrand Russell) 
International Monthly ,Vol. 4(1901). 


7.4 现代 数学 最 主要 的 成 就 是 真正 揭示 了 数学 的 

整体 面貌 及 其 实质 所 在 . 
一 一 由 尔 特 伦 德 。 罗 素 (Bertrand Russell) 
International Monthly ,Vol. 4(1910). 


7.5 现代 数学 是 一 种 最 令 人 震惊 的 智力 创造 , 它 
把 思维 中 的 慧眼 和 巧 手 通过 无 限 的 时 间 投 射 到 无 限 的 
空间 中 去 了 . 

一 一 巴特 勒 尔 (N. M. Butler) 

The Meaning of Education and other Essays and 

Addresses(New York ,1905). 


7.6 如 采 我 们 把 一 个 待 处 理 的 数学 问题 比 作 一 块 
得 探索 其 内 部 结构 的 石 块 ,那么 希腊 数学 家 都 是 些 使 用 
原始 工具 的 石匠 ,他 们 坚韧 不 拔 地 用 锤子 和 玄 子 从 石 块 
的 外 部 一 点 一 点 地 把 它 瘟 开 . 而 现代 数学 家 则 完全 不 同 
了 ,一 个 个 都 是 手提 现代 化 工具 的 矿工 ,他 们 首先 在 石 
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贝尔 特 伦 德 。 罗素 (Bertrand Russell,1872 一 1970) 英 
国 哲 学 家 、 数 学 家 、 社 会 学 家 ,也 是 20 世纪 西方 最 著名 、 影 响 最 大 
的 学 者 和 社会 活动 家 . 生 于 英国 威尔士 莫耶 斯 郡 特 雷 莱克 一 个 贵 
族 世 家 ,1890 年 考 入 剑桥 大 学 三 一 学 院 学 数学 ,后 改 学 哲学 . 作为 
哲学 家 ,他 的 思想 大 致 经 历 了 绝对 唯心 主义 、. 逻辑 原子 论 .新 实在 
论 .中 立 一 无 论 等 几 个 阶段 .他 的 主要 贡献 首先 是 在 数理 逻辑 方 
面 . 他 由 数理 逻辑 出 发 ,建立 起 来 的 逻辑 原子 论 和 新 实在 论 , 使 他 
成 为 现代 分 析 哲 学 的 创始 人 之 一 . 
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块 上 开 出 几 条 缝 道 , 然 后 往 里 边塞 火药 , 随 着 一 阵 爆 炸 
而 揭示 了 石 块 内 部 所 深 藏 着 的 宝藏 . 

-一 一 赫 尔 紧 。 汉 克 尔 (Hermann Hankel) 

Die Entrwickelung der Mathematik in denletzten 


Jahrhunderten( Tubingen,1884). 


7.7 毫 无 疑问 ,19 世纪 数学 的 特征 之 一 就 是 关于 

复 变 量 的 普遍 使 用 . 许多 伟大 的 数学 理论 都 由 此 而 获得 

不 可 估量 的 帮助 ,甚至 直接 决定 着 这 种 数学 理论 得 以 存 
在 的 价值 . 

一 一 皮尔 朋 特 (J. Pierpont) 

History of Mathematics in the Nineteenth Centu- 

ry; Congress of Arts and Sciences (Boston and 


Nero York ,1905), Vol.1. 


7.8 过 去 关于 数学 无 限 小 与 无 限 大 的 许多 纠缠 不 

清 的 困难 问题 在 今天 的 逐一 解决 ,可 能 是 我 们 这 个 时 代 
必须 夺 炮 的 伟大 成 就 之 一 . 

一 一 风 尔 特 伦 德 。 罗素 (Bertrand Russell) 

The Study of Mathemaitics; Philosophicat Es- 
says (London,1910). 


7.9 一 一 对 应 的 概念 在 现代 数学 中 扮演 着 重要 的 
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角色 ,这 一 概念 在 那些 与 数量 科学 有 别 的 序 科学 中 是 一 
个 基本 概念 . 如 果 说 支配 古老 数学 的 是 度量 的 需要 ，, 那 
么 支配 现代 数学 的 则 是 次 序 和 排列 的 概念 . 思想 的 倾 问 
或 推理 的 方向 似乎 是 与 物理 学 中 的 现代 发 现 携手 并 进 
的 . 自然 界 的 变化 似乎 并 不 完全 其 至 并 不 主要 地 取决 于 
质 和 能 的 数量 ,而 更 重要 的 是 取决 于 它们 的 分 布 和 排 
列 . 
一 一 梅 尔 兹 (J. 工 . Merz) 
History of European Thought in the Nineteenth 
Century (Edinburgh and London, 1903). 


7. 10 ”在 两 个 集合 之 间 建 立 一 一 对 应 关系 ,并 进 一 
步 研究 由 这 些 关 系 所 引出 的 命题 ,可 能 是 现代 数学 的 中 


一 一 上 雹 里 福 德 (W. K. Clifford) 
Philosophy of the Pure Sciences; Lectures and 
Essays (London,1901) ,Votl.1. 


7.11 在 19 世纪 ,概念 置换 与 置换 群 ,变换 与 变换 

群 ,运算 与 运算 群 , 不 变 式 与 微分 不 变 式 ,以 及 微分 参量 
一 一 索 福 斯 。 李 (Sophus Lie) 

Leipziger Berichte, No. 47(1895). 
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7.12 数学 科学 已 在 如 此 广博 的 范围 内 勃 地 发 
展 春 ,以 致 任何 数学 家 都 不 能 夸 口 地 说 他 能 掌握 全 部 数 


学 . 


怀特 黑 德 (A. N. Whitehead) 
An Introduction to Mathematics (Nerw York ,1911). 
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8.1 真正 的 数学 家 都 是 非常 热情 的 ,没有 热情 就 
不 会 有 数学 的 创造 . 

一 一 努 瓦 利 斯 (Novalis) 

SchriftenCBerlin,1901), Zweiter Teil. 


8.2 这 是 千 真 万 确 的 :一 个 数学 家 ,如 果 他 不 在 某 
种 程度 上 成 为 一 个 诗人 ,那么 他 就 永远 不 可 能 成 为 一 个 
完美 的 数学 家 . 

一 一 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 

Quoted by Mittay-Lef fler; Compte rendudu 

deuxiéeme Congrés international des mathémae- 


ciens (Paris,1902). 
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魏 处 斯 特 拉 斯 (Weierstrass,1815~1897) 德国 数学 家 . 
1834 年 入 波恩 大 学 学 习 法 律 和 财政 ,1838 年 转学 数学 . 1854 年 获 
得 柯 尼斯 堡 大 学 名 誉 博士 学 位 . 1856 年 受聘 为 柏林 大 学 助理 教 
授 , 同 年 成 为 柏林 科学 院 成 员 ,1864 年 升 为 教授 , 他 的 主要 贡献 在 
数学 分 析 、 解 析 函 数论 、 变 分 法 、 微 分 几何 学 和 线性 代数 等 方面 . 他 
是 将 分 析 学 置 于 严密 的 逻辑 基础 之 上 的 一 位 大 师 ,被 后 人 誉 为 " 现 
代 分 析 之 父 ”. 他 还 是 一 位 杰出 的 教育 家 ,一 生 培 养 了 大 批 有 成 就 
的 数学 人 才 . 


8.3 一 个 数学 家 ,只 有 当 他 渐 趋 完美 并 能 领悟 到 
真理 之 美的 光辉 的 时 候 , 在 他 的 工作 逐步 达到 精确 而 明 
朗 、 纯 粹 而 易于 理解 .优雅 而 具有 吸引 力 的 时 候 , 他 才能 
算得 上 一 个 完美 的 数学 家 . 所 说 的 这 些 , 对 于 任何 一 
要 想 成 为 像 拉 格 朗 日 那样 出 色 的 数学 家 的 人 来 说 ,都 是 
必须 具备 的 素质 . 

-一 一 哥 德 CGoethe) 

Wilhelm Meister's Wanderjahre, Zweites Buch; 

Spriiche in Prosa; Natur, VI,950. 


8.4 数学 方法 万 是 数学 的 规律 与 本 质 . 只 有 人 完全 
地 掌握 了 数学 方法 的 人 ,才能 成 为 真正 的 数学 家 . 

一 一 努 瓦 利 斯 (Novalis) 

Schriften, Zweiter Teil (Berlin,1901). 


8.5 一 个 不 懂得 计算 的 人 ,有 可 能 成 为 一 个 第 一 
流 的 数学 家 ,而 一 个 没有 数学 观念 的 人 , 却 至 多 只 能 成 
为 一 个 计算 家 . 

一 一 努 瓦 利 斯 (Novaljis) 
Schriften, Zweiter Teil (Berlin,1901). 


8.6 当然 , 某 些 纯 数 学 家 会 有 某 些 特殊 的 缺点 ,但 
这 不 是 数学 的 过 错 . 因为 这 种 情况 对 于 任何 其 他 专业 的 
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学 者 或 其 他 领域 中 的 里 手 似 乎 都 是 如 此 . 例如 , 纯 语 言 

学 家 、 纯 法 律 学 家 、 纯 士兵 或 纯 商 人 等 等 ,也 都 会 具有 这 

样 或 那样 的 特殊 缺点 .但 应 进一步 指出 的 是 :伴随 着 某 

种 专业 而 产生 某 种 缺点 的 同时 ,也 可 能 同时 据 弃 了 某 些 
方面 的 缺点 . 

一 一 高 斯 (Gauss) 

Gauss Schumacher Briefwechsel, Bd. 4 (Altona, 
1862). 


8.7 一 个 比较 成 熟 的 数学 家 往往 不 善于 辞 令 . 
”一 一 依 萨 克 。 巴 罗 (Isaac Barrow) 
Mathematical Lectures (London,1734). 


8.8 只 有 在 数学 领域 中 会 出 现 一 个 人 在 青少年 时 
期 就 表现 出 惊人 的 创造 力 的 情况 . 当然 ,在 某 种 程度 上 
来 说 ,诗歌 领域 中 也 有 类 似 的 情况 .纵然 如 此 ,还 应 指 
出 :能 在 青少年 时 期 就 在 数学 领域 中 表现 出 惊人 创造 力 
的 例子 也 并 不 多 见 ,而 且 在 历史 上 还 有 不 少 卓 越 的 数学 
家 往往 在 青少年 时 代 并 不 引 人 注 目 . 

一 一 哈 维 洛克 。 爱 里 斯 (Havelock Ellis) 
A study of British Genius (London,1904). 


3.9 置身 于 数学 领域 中 去 不 断 地 探索 和 追求 ,能 
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把 人 类 的 思维 活动 升华 到 纯净 而 和 谐 的 境界 ,这 就 是 历 
史上 那么 多 数学 大 师 都 得 以 长 寿 的 根本 原因 . 如 所 郑 ， 
莱 布 尼 兹 活 到 70 岁 , 欧 拉 (Euler) 终 年 76 岁 , 拉 格 明 日 
77 岁 逝 世 , 拉 普 拉 斯 寿 长 78 岁 ,高 斯 也 是 78 岁 才 离开 
人 志 , 而 柏拉图 则 更 是 高 龄 82 岁 ( 他 是 圆锥 截面 的 发 现 
者 ,并 视 研 究 数 学 为 一 种 乐趣 . 他 称 数学 为 哲学 的 扶手 
和 拯救 灵魂 的 良药 ,他 还 自称 没有 哪 一 天 他 不 在 发 现 某 
些 新 的 定理 ) ,又 伟大 的 牛顿 寿 长 85 岁 , 而 阿 基 米 德 在 
75 岁 时 被 一 位 无 知 而 粗鲁 的 军官 刺 死 … ,否则 也 可 能 
活 到 100 岁 . 毕 达 哥 拉 斯 曾 活 到 99 岁 . 由 此 可 见 , 数 学 
家 都 很 长 寿 ,而且 老 而 不 训 . 他 们 的 灵魂 的 翅膀 不 会 过 
早 地 脱落 ,他们 的 毛孔 也 不 会 被 粗俗 的 生命 之 途上 的 持 
十 所 堵塞 . 


一 一 西 尔 维 斯 特 (J.J. Sylvester) 

Presidentia!l Address to the British Association; 
Collected Mathematical Papers, Vol. 2(1908). 

[x ]M. Kline 在 其 所 著 《 上 古今 数学 思想 》 一 书 第 5 

章 §3 中 指出 :“ 公 元 前 212 年 罗 蕊 人 攻 入 叙 拉 古 , 当 

Archimedes 在 沙 地 上 画 数 学 图 形 时 ,一 个 刚 攻 进 城 的 

罗 蕊 士兵 向 他 喝 问 . 据 传 说 ,Archimedes 是 那样 出 神 地 

在 搞 他 的 数学 ,以 致 没有 听 到 那 罗马 士兵 的 喝 问 .于 是 

那个 士兵 就 杀 死 了 他 ,尽管 罗马 主将 Marcellus 曾 有 令 

不 许 杀 害 Archimedes. 当时 Archimedes 75 岁 , 仍 是 精 
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力 充 沛 之 时 .为 示 “ 补偿 ,罗马 人 给 他 造 了 一 个 费 工 很 
多 的 陵 昔 ,墓碑 上 铭刻 了 Archimedes 的 一 个 著名 定 
理 . ”一 一 译 者 引 注 


8. 10 ”去 思考 一 切 可 思考 的 一 一 这 就 是 数学 家 的 
目 的 . 
-一 一 开 塞 尔 (C. 本. Keyser) 
The Universe and Beyond ; Hibbert Journal ,Vol. 
3(1904 一 1905 ) . 


8.11 对 于 一 个 普通 的 技工 来 说 ,人 们 对 他 的 手艺 
去 作 好 坏 或 有 无 用 处 等 方面 的 评论 ,然而 诸如 此 类 的 实 
际 考 虑 ,是 永远 进入 不 了 数学 家 的 领地 的 . 
阿里 斯 铁 波 斯 (Aristippus The Cyre AIC. ) 
Quoted in Hicks, R. D., Stoic and Epicurean, 
. (New York ,1910). 
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9.1 据说 亚历山大 皇帝 曾 请 数学 家 梅内 殉 纪 斯 
(Menaechmus) 用 简捷 的 办 法 教会 他 几何 学 ,但 梅内 殉 
缪 斯 却 回答 说 :“ 啊 ! 皇上 ! 尽管 皇家 之 道 及 百姓 之 道 
遍布 全 国 , 但 在 几何 学 中 却 没有 一 条 能 供 所 有 的 人 走 的 

Stobaeus (Edition Wachsmuth, Berlin, 1884 )， 

Eci. 2. 


9.2 据说 阿 基 米 德 曾 请 求 他 的 朋友 和 亲 威 在 他 死 
后 做 一 个 球 放 在 他 的 坟墓 上 ,并 且 在 球 内 要 安 上 一 个 内 
接 圆 柱 体 ,再 在 球 上 刻写 出 球体 积 与 其 内 接 圆 柱 体 体积 


之 比 . 
-一 一 普 卢 塔 克 CPlLutarchy) 
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数学 的 本 性 


Lifeof Marcellusl Dryden |. 


9.3 阿 基 米 德 把 数学 的 天 才 与 物理 的 洞察 力 结合 
起 来 ,他 应 与 出 生 比 他 晚 将 近 两 千年 的 牛顿 齐名 ,牛顿 
当然 是 数学 物理 的 奠基 者 之 一 … 而 当 阿 基 米 德 发 现 了 
著名 的 流体 静 力 学 原理 时 ,立即 跑 到 大 街 上 去 高 呼 “ 尤 
里 卡 ! 尤 里 卡 1”(Eureka 是 拉丁 语 , 意 指 知 道 了 ,此 处 
音译 为 尤 里 卡 ) 事 实 上 ,这 一 天 应 定 为 数学 物理 的 诞生 
日 . 

一 一 怀特 黑 德 (A. N. Whitehead) 

An Introduction to Mathematics ( New York, 


1911). 


9.4 培根 (Bacon) 对 于 数学 的 重要 作用 是 一 无 所 
知 的 ,他 甚至 反对 在 天 文学 中 应 用 数学 . 列 弗 里 欧 (Le- 
verrier) 和 亚当 斯 (Adams) 曾 用 大 量 的 代数 运算 计算 出 
未 知行 星 的 存在 ,并 最 终 观 测 到 了 这 些 行星 ,这 是 对 培 
根 的 错误 观点 的 最 有 力 的 择 击 … 也 说 明 数 学 是 解决 现 
实 问题 的 强 有 力 的 工具 . 正当 培根 把 他 的 大 智 运 用 于 哲 
学 领域 而 可 能 看 到 数学 的 重要 作用 时 , 却 仍 然 是 由 于 他 
在 这 方面 的 一 无 所 知 而 竟 把 科学 抛 到 了 一 边 . 如 果 和 牛顿 
拜 培根 为 师 , 那 么 牛顿 将 不 成 为 牛顿 ,而 是 别人 将 成 为 
牛顿 了 . 
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一 一 德 。 摩 根 (A. De Morgan) 
Budget of Paradoxes (London,1872). 


9.5 沃 夫 根 . 波 里 亚 (Wolfgang Bolyai) 是 一 个 非 
常 谦 逊 的 人 . 他 曾 留 下 遗言 ,在 他 的 坟墓 上 不 要 树立 任 
何 纪念 碑 , 仅 种 一 棵 蔷 果 和 树 , 以 此 来 纪念 三 个 苹果 :其 中 
两 个 苹果 是 代表 夏娃 (Eve) 和 巴 利 斯 (Paris) ,这 两 个 全 
果 使 地 狱 离开 了 地 球 ; 另 一 个 苹果 是 牛顿 ,这 一 个 蔷 本 
使 地 球 升 迁 到 了 天 体 的 大 家 庭 中 . 

-一 一 卡 约 里 CE. Cajorl) 

History of Elementary Mathematics (New York,， 

1910). 


9.6 德 . 摩根 给 一 位 保险 费 计 算 员 讲 解 关 于 一 定 
比例 的 人 群 在 一 定时 间 内 不 死 的 或 然 性 时 , 写 了 一 个 保 
险 费 计算 公式 ,公式 中 有 一 个 x, 并 指出 这 个 就 是 图 
周 与 直径 之 比 . 这 位 保险 费 计算 员 本 来 是 以 浓厚 的 兴趣 
来 听 他 讲解 的 ,但 听 到 这 里 却 立 即 打 断 他 的 讲解 说 : 杀 
爱 的 朋友 ,这 一 定 是 一 个 骗局 ,圆周 与 直径 之 比 和 给 定 
时 间 内 还 活着 的 人 的 个 数 能 有 什么 关系 ? 

一 一 巴尔 (W. W. R. Ball) 

Marthematical Recreations and Problems (Lon- 


don,1896) ;See also De Morgan's Budget of Par- 
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adozxes(London,1872). 


9.7 儿 天 以 后 ,我 又 去 访问 他 ( 即 上 述 9.6 条 中 所 
涉及 的 那 位 保险 费 计 算 员 ), 并 且 非 常 严肃 地 对 他 说 : 
“我 已 在 一 张 他 认为 很 高 级 的 图 表 中 发 现 了 人 的 死亡 率 
的 规律 . 现在 把 这 张 表 作为 生命 的 期 望 值 表 , 选 定 一 个 
年 龄 ,在 表 中 查 其 期 望 值 , 把 最 接近 期 望 值 的 整数 作为 
一 个 新 的 年 龄 ,然后 再 重复 上 述 过 程 . 您 可 以 从 任 选 一 
个 您 所 喜欢 的 年 龄 开始 ,一 直 查 到 期 望 值 相等 或 几乎 相 
等 为 止 . ”我 的 朋友 说 :“ 这 种 情况 会 发 生 吗 ?” 我 回答 说 ， 
“ 试 试看 . ”于 是 他 试验 了 ,一 遍 又 一 遍 , 他 发 现 确实 如 
此 .因此 说 :“ 果 然 如 您 所 说 的 , 真 奇怪 ,这 是 一 个 发 现 !1” 
他 还 认为 我 可 能 已 经 给 他 解决 了 生命 规律 之 谜 , 然 而 我 
却 得 意 地 告诉 他 ,“ 利 用 任何 一 张 第 一 列 数据 是 上 升 的 ， 
而 第 二 列 数据 是 下 降 的 图 表 , 同样 的 情况 都 会 发 生 
的 …” 

一 一 德 。 摩 根 (A. De Morgan) 
Budget of Paradozxes (London,1872). 


9.8 有 一 个 人 向 欧 几 里 得 学 习 几 何 学 , 当 他 学 完 
第 一 个 命题 后 , 便 问 欧 几 里 得 :“ 我 学 习 这 些 东 西 ,将 能 
得 到 些 什 么 ?” 于 是 欧 几 里 得 就 把 他 的 奴隶 叫 来 ,并 吟 只 
说 :“ 给 他 3 便士 ,因为 他 要 从 所 学 的 几何 学 中 赚钱 . ” 
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一 一 斯 托 波 斯 (Stobeus) 
(Edition Wachsmuth ,1884), Eci. II. 


9.9 没有 任何 希腊 人 能 像 欧 几 里 得 那样 博览 群 书 
和 译 著 索索. 
一 一 德 。 摩 根 (A .De Morgan) 
Smith's Dictionary of Greek and Roman Biology 
and Mythology (London,1902), Article,” Euclei- 
des”. 


9. 10 ” 欧 几 里 得 的 13 本 书 是 一 个 奇迹 ,这 其 至 比 
牛顿 的 定律 还 要 伟大 . 

一 一 - 德 。 摩根 (A. De Morgan) 

Smith's Dictionary of Greek and Roman Biogra- 

phy and Mythology (London, 1902), Article, 


“Fucleides”. 


9.11 伟大 的 巴塞 尔 (Basle, 瑞 士 西北 部 一 城市 ) 
数学 家 雷 纳 德 。 欧 拉 的 不 可 估量 的 功绩 ,在 于 他 使 分 析 
演算 从 几何 标 相 之 下 完全 解放 出 来 ,并 将 分 析 学 变 成 一 
门 独立 的 科学 ,这 门 科 学 从 他 那个 时 代 起 ,一 直 在 数学 
领域 中 保持 着 领导 的 地 位 . 

一 -一 汉 克 尔 (H. Hankel) 
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Die Entwickehng cer Mathematik in den Letzten 


Jahrhunderten( Tubingen,1884). 


9.12 我 们 可 以 十 分 肯定 地 说 ,数学 思维 的 现代 形 
式 是 欧 拉 创 造 的 ,在 欧 拉 以 前 ,学 习 任 何 数 学 著作 的 最 
大 困难 ,是 那 时 的 数学 公式 自身 不 能 阐明 自身 . 欧 拉 是 
第 一 个 教会 这 种 艺术 的 人 . 
一 一 鲁 的 奥 (CF. Rudio) 
Quoted by Ahrens W. :Scherz und Ernst in der 
Mathematik (Leipzig ,1904). 


9.13 欧 拉 的 全 部 著作 有 16000 页 之 多 . 
-一 一 卡 约 里 (CE. Cajori) 
History of Mathematics( Nevw York ,1897) 


9.14 欧 拉 进行 复杂 的 演算 不 费 吹 灰 之 力 ,就 像 瘦 

人 进行 呼吸 ,或 如 雄 订 秽 翔 于 天 空 那样 轻松 自如 . 
了 可 (Arago) 
OQeuvres,t. 2(1854). 


9.15 1735 年 的 一 个 天 文学 问题 ,如 果 运 用 当时 
现成 的 方法 , 则 由 几 位 晶 越 的 数学 家 去 共同 解决 ,也 至 
少 要 费时 数 月 .但 欧 拉 运用 他 所 改进 的 方法 , 仅 用 3 天 
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时 间 就 解决 了 问题 … 后 来 高 斯 运用 更 为 优越 的 方法 , 仅 
用 3 小 时 便 解 决 问题 . 

一 一 卡 约 里 (F.Cajori) 

History of Mathematics(Nerw York ,1897). 


9.16 ”天 文 和 数学 对 我 来 说 是 两 个 磁极 ,我 的 思维 
罗盘 的 指针 永远 指向 它们 . 

一 一 高 斯 (Gauss) 

Brie fwechsel( Schmidt-Stakel) , (1899) 


9.17 高 斯 曾经 说 :数学 是 科学 的 旦 后 ,而 数论 又 

是 数学 的 皇后 .” 
一 一 一 康 托 CM. Cantor) 
Alligemeine Deutsche Biographie, Bd. 8(1878). 


9.18 赫 尔 姆 霍 尔 效 (Helmholtz) 是 一 位 生理 学 
家 . 但 他 为 研究 生理 学 而 去 学 物理 , 却 又 为 学 物理 而 去 
学 数学 ,现在 他 在 这 三 门 学 科 中 都 是 第 一 流 学 者 . 

一 一 克 里 福 德 (W. K. Clifford) 

Aims and Instruments of Scientific Thoupht; 


Lectures and Essays, Vol. lLondon,1901). 


9.19 雅 可 比 (Jacobi) 在 青年 时 代 就 显示 出 他 在 语 
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高 斯 (Gauss,1777~1855) 德国 著名 的 数学 家 .物理 学 家 和 天 
文学 家 . 1795 年 进入 格 丁 根 大 学 学 习 . 21 岁 大 学 毕业 ,22 岁 时 获 
博士 学 位 . 他 是 近代 数学 疯 基 者 之 一 ,他 的 成 就 遍及 纯粹 数学 和 应 
用 数学 的 各 个 领域 ,在 数论 . 非 欧 几 何 .微分 几何 . 超 几 何 级 数 、 复 
变 函 数论 以 及 椭圆 函数 论 等 方面 均 有 开创 性 贡献 . 他 十 分 注重 数 
学 的 应 用 ,善于 把 数学 成 果 有 效 地 应 用 于 天 文学 .物理 学 等 科学 领 
域 .他 和 和 牛顿. 阿 基 米 德 被 誉 为 有 史 以 来 的 三 大 数学 家 ,有 "数学 王 
子 "之 称 . 
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言 学 方面 的 天 才 . 据说 雅 可 比 曾 受到 柏林 语 育 学 讨论 会 
主持 者 贝克 (Bsckh) 的 特别 注意 ,并 且 最 终 建立 了 友 
谊 .但 雅 可 比 在 大 学 二 年 级 结束 时 ,经 历 了 激烈 的 思想 
斗争 之 后 ,终于 决定 终身 从 事 数 学 的 学 习 与 研究 . 
一 一 西 尔 维 斯 特 (J.J. Sylvester) 
Collected Mathematical Papers, Vol. 2 (Cam- 
brid ge ,1908). 


9. 20 ” 拉 格 庚 日 、 拉 普 拉 斯 和 高 斯 都 是 现代 分 析 的 
大 师 ,他 们 都 是 同时 代 的 学 者 . 然而 有 趣 的 是 这 三 位 大 
师 的 风格 馆 然 不 同 . 拉 格 朗 日 在 形式 和 内 容 两 个 方面 都 
很 完美 ,他 很 细心 地 解释 每 一 个 步骤 ,因此 ,他 的 推理 易 
于 了 解 . 拉 普 拉 斯 则 相反 ,他 什么 也 不 解释 ,完全 不 在 乎 
形式 ,只 要 结果 正确 就 满意 了 .高 斯 也 像 拉 格 朗 日 那样 
严谨 和 精巧 ,但 高 斯 的 推理 和 文章 比 拉 格 朗 日 的 推理 和 
文章 难于 学 习 , 因 为 高 斯 总 是 隐 去 了 他 达到 结果 的 分 析 
过 程 与 思路 ,证 明 过 程 虽 然 很 严密 ,但 却 总 是 尽 可 能 地 
简洁 . 
一 一 巴尔 (W. W. R. Ball) 
History of Mathematics (London,1901). 


9.21 莱 布 尼 效 认为 他 在 他 的 二 进 制 算术 中 看 到 
了 造物 主 . 他 认为 1 可 以 代表 上 帝 , 而 0 则 代表 虚无 , 造 
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机 普 拉 斯 (Laplace,1749 一 1827) 法国 数学 家 、 天 文学 家 . 
1785 年 当选 为 法 国 科 学 院 院 士 . 1795 年 任 综合 工科 学 校 教授 ,后 
又 在 高 等 师范 学 校 任教 授 . 1816 年 成 为 法 兰 西学 院 院士 . 他 的 研 
究 领域 很 广 ,涉及 数学 天文、 物理 .化 学 等 方面 的 许多 课题 . 他 是 
分 析 概 率 论 的 创始 人 ,是 应 用 数学 的 先 躯 . 他 用 数学 方法 证 明了 行 
星 的 轨道 大 小 只 有 周期 性 变化 ,这 就 是 著名 的 拉 普 拉 斯 定理 . 他 也 
是 天 体力 学 的 主要 奠基 人 ,是 天 体 演化 学 的 创立 者 之 一 ,被 誉 为 
“法 国 的 牛顿 "和 “天 体力 学 之 父 ”. 
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物 主 可 以 从 虚无 中 创造 出 万 事 万 物 来 . 就 像 在 二 进 制 算 
术 中 ,任何 数 均 可 由 0 和 1 构造 出 来 一 样 . 
拉 普 拉 斯 (Laplace) 


Essai Philosophique sur les Probabilités ; Oeuvres 


(Parzs，1896) ,t.7. 


9. 22 ” 当 拿 破 仑 (Napoleon) 休 息 时 ,即使 是 一 个 十 
分 短暂 的 休息 ,他 也 总 是 利用 这 一 点 时 间 来 阅读 数学 
书 . 他 认为 在 数学 书籍 的 阅读 中 ,常常 会 受到 启发 而 有 
新 的 发 现 或 产生 新 思想 . 
阿波 特 (J. S.C. Abbott) 
Napoleon Bonaparte (New York, 1904), Vol. 1， 


chap. 10. 


9.23 ”伟大 的 哲人 和 牛顿 的 努力 是 超人 的 . 他 所 未 能 
解决 的 问题 是 他 那个 时 代 所 不 能 解决 的 问题 . 
了 0 拉 哥 (Arago) 
Eulogy on Laplace,L Baden Powell | Smithsonian 


Report ,1874. 


9.24 牛顿 的 墓志 铭 : 
自然 和 自然 规律 隐藏 在 黑夜 里 ; 
上 帝 说 :“ 降 生 和 牛 卓 ” 3 
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于 是 世界 就 充满 光明 . 
-一 一 波 浦 C(A. Pope) 
Epitaph intended for Sir Tsaac 和 eroto7z . 


9.25 依 萨 克 … 牛顿 瞄 桥 是 兽 格 鲁 。， 萨 克 撑 天 才 
中 的 最 高 代表 . 
哈 维 洛克 。 爱 里 斯 (Havelock Ellis) 
Study of British Genius(London,1904). 


9.26 牛顿 一 生 对 于 化 学 与 神学 的 关注 ,至 少 和 他 
对 于 数学 的 关注 程度 相同 . 

一 一 巴尔 (W. W. R. Ball) 

History of Mathematics (London,1901). 


9.27 牛顿 晚年 时 常常 回忆 说 :英国 政治 家 克 伦 威 
尔 (CCromwell) 逝 世 的 那 一 天 ,飓风 席卷 了 全 英国 .而 16 
岁 的 牛顿 就 在 那 一 天 做 了 他 有 生 以 来 的 第 一 个 纯 科 学 
试验 . 这 是 一 个 测试 风力 大 小 的 试验 . 他 先 顺风 跳远 ,再 
逆风 跳远 ,再 把 两 次 跳远 的 差距 与 无 风 时 的 跳远 距离 作 
比较 ,并 以 此 计算 风力 的 大 小 , 即 用 这 个 差 值 来 说 风力 
是 多 少 英尺 强 . 

一 一 入 姆 斯 。 帕 尔 顿 (James Parton) 


Sir Tsaac Newton. 
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9.28 虽然 牛顿 精通 代数 和 微分 学 ,但 他 却 不 会 当 
一 个 普通 会 计 . 在 他 担任 造 币 三 厂 长 时 ,通常 都 是 让 别 
人 为 他 做 会 计 工 作 的 . 

一 一 备 夫 。 斯 潘 士 (Rev. J]. Spence) 

Anecdotes, Observations, and Characters of 


Books and Men(London,1858). 


9.29 有 一 次 ,牛顿 洲 请 了 大 学 里 的 一 些 朋 友 误 
和 餐 . 他 离开 和 餐桌 而 去 为 朋友 们 取 一 瓶 酒 . 但 在 他 去 地 窖 
的 路 上 ,他 陷 人 了 沉思 ,完全 忘记 了 他 的 任务 和 朋友 . 于 
是 ,他 走 进 卧室 , 穿 上 他 的 和 白色 法 衣 , 然 后 到 教堂 里 去 
了 .有 时 他 衣着 不 全 地 跑 到 街 上 去 ,后 来 又 想起 了 什么 ， 
再 细 忙 局 促 不 安 地 跑 回 来 .有 时 他 在 花园 里 散步 , 却 突 
然 奔 回 自己 的 房间 开始 写作 ,但 又 一 直 停 留 在 第 一 页 稿 
纸 上 . 有 时 他 在 沉思 中 走向 餐厅 去 就 餐 , 但 却 转 了 一 图 
文 回 到 了 自己 的 房间 ,完全 忘掉 了 就 餐 这 件 事 . 有 一 次 
他 牵 着 一 匹 马 上 山 ,途中 马 头 从 马 套 中 滑 了 出 来 ,他 却 
一 点 不 知道 ,等 到 他 让 上 山顶 到 了 和 售 门票 处 时 ,他 想到 
了 要 上 上马, 这 才 发 现 手 中 只 拖 着 一 个 马 套 而 马 不 见 了 . 
牛顿 的 秘书 记录 过 房东 老 太 所 述 关 于 牛顿 忘 食 的 趣事 . 
她 说 ,她 有 时 发 现 牛 顿 的 午餐 和 晚餐 都 没有 动 过 . 有 时 
牛顿 早晨 起 床 后 ,不 穿 衣 服 坐 在 床 沿 上 发 呆 , 就 此 陷入 
沉思 ,似乎 已 有 所 发 现 . 
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一 一 镶 姆 斯 ， 帕 尔 顿 (James Parton) 


Sir Tsaac Nervwton. 


9. 30 对 于 整个 世界 来 说 ,我 并 不 知道 自己 是 什 

么 ? 但 对 我 自己 来 说 ,我 好 像 是 一 个 在 海滨 玩 机 的 小 

孩 , 现 在 和 将 来 都 在 专心 地 寻找 光滑 的 卵石 或 美丽 的 贝 
壳 ,然而 展现 在 我 面前 的 却 是 未 知 的 大 海 . 

一 -一 牛顿 (I. Newton) 

Quoted by Rev. J. Spence: Anecdotes, Observa- 

tions ,and Characters of Books and Men(\London, 


1858). 


9.31 若 说 我 比 笛 卡尔 看 得 更 远 一 些 的 话 , 那 是 因 
为 我 站 在 巨人 肩 上 的 绿 放 . 

-一 一 牛顿 (I. Newton) 

Quoted by James Parton:Sir [saac Newton. 

9.32 牛顿 认为 ,除了 不 届 不 挠 和 保持 警觉 清醒 这 

两 点 以 外 ,他 和 别人 没有 什么 区 别 . 当 人 们 问 他 如 何 作 

出 他 的 发 现时 ,他 总 是 回答 说 :“ 经 常 不 断 地 去 想 它 们 .” 

有 时 他 还 指出 , 若 说 他 有 何 作 为 的 话 , 那 只 是 由 于 勤奋 

和 耐心 地 思索 . 牛顿 说 :“ 对 于 所 提出 的 课题 ,我 不 断 地 

提问 ,然后 等 待 ,一 点 一 滴 地 前 进 , 直 到 黎明 逐渐 来 临 ， 
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并 在 最 后 达到 完全 的 光明 .” 
-一 一 体 顾 尔 C(W. Whewll) 
History of the Inductive Sciences, Bk. 7, chap. 


2 ,sect. 5. 


9.33 牛顿 不 进行 任何 体育 锻炼 ,也 没有 什么 娱乐 
活动 ,只 是 不 停顿 地 工作 ,常常 在 24 小 时 中 写作 18 小 
时 左右 . 

一 一 巴尔 (W. W. R. Ball) 
History of Mathematics (London,1901). 


9.34 西 尔 维 斯 特 (Sylvester) 有 一 个 显著 的 特点 ， 
即 他 很 少 去 记忆 定理 或 命题 . 每 当 他 要 使 用 某 些 定理 
时 , 那 就 随时 把 它们 推导 出 来 .在 这 一 点 上 , 西 尔 维 斯 特 
正好 与 凯利 (Cayley) 相 反 , 岂 利通 晓 并 记忆 数学 诸 分 文 
中 已 完成 的 各 个 重大 成 果 . 

有 一 次 ,我 告诉 他 我 过 去 已 经 完成 了 的 一 些 研 究 成 
果 ,他 说 这 些 命题 从 来 没有 上 听 说 过 ,必需 逐个 证 明 . 我 再 
把 他 自己 过 去 所 证 明 的 一 些 定 理 给 他 看 , 令 人 惊奇 的 是 
这 些 证 明 对 他 来 说 ,此 时 已 是 完全 陌生 的 了 . 

一 一 德尔 菲 C(W. P. Durfee) 
F.Cajori's Teaching and History of Mathemat- 
ics in the U.S. (Washington ,1890). 
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9.35 有 一 天 ,汤姆 撑 (Thomson) 勋 如 因 事 不 能 去 
上 诬 , 因 而 在 教室 的 门 上 写 了 一 个 告示 ,告示 全 文 是 “ 汤 
姆 逊 教 授 今 天 将 不 来 看 他 的 和 学生 们 (Chis classes) 了 ”. 那 
些 失 望 而 调 皮 的 学 生 决 定 给 教授 开 一 个 玩笑 ,他 们 把 告 
示 中 的 classes 这 个 单词 的 第 一 个 字母 c 擦 掉 , 于 是 告 
示 内 容 变 为 “汤姆 进 教授 今天 将 不 来 看 他 的 情人 们 (his 
lasses) 了 . ”第 二 天 , 当 学 生 们 来 到 教室 里 准备 看 教授 的 
笑话 时 , 却 又 吃惊 地 发 现 教授 的 机 智 还 是 胜 了 他 们 ，, 因 
为 告示 中 的 lasses 又 被 教授 擦 掉 了 第 一 个 字母 ,如 此 ， 
告示 的 内 容 便 是 :“ 汤 姆 偿 教授 今天 将 不 来 看 他 的 傻瓜 
们 (his asses) 了 了 ”. 

一 一 赛 卢 斯 。 诺 斯 上 户 普 (CCyrus Northrup) 

University of Washington Address, November 

2，1908. 
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十 作为 精巧 艺术 的 数学 


10.1 数学 揭示 并 前 明了 思维 世界 的 奥秘 , 它 演绎 

地 展开 了 美和 序 的 深思 熟 虑 , 它 的 各 部 分 之 间 是 如 此 和 

谐 地 互相 联系 着 ,并 直接 关联 着 真理 的 无 穷 层次 及 其 存 

在 的 绝对 证 明 , 这 一 切 都 是 数学 的 最 为 令 人 确信 的 基 

础 . 数学 是 完美 而 无 懈 可 击 的 , 它 是 宇宙 的 计划 ,就 像 一 

幅 尚 未 卷 起 的 世界 地 图 展现 在 人 们 的 眼前 ,数学 是 那些 
创造 真 说 的 人 们 的 思维 结晶 . 

一 一 西 尔 维 斯 特 (J.J. Sylvester) 

Presidential Address, British Association Report 


(1869) ;Collected Mathematical Papers ,Vol. 2. 


10.2 数学 的 目标 和 意义 有 三 个 方面 :首先 ,数学 
提供 了 研究 上 自然界 的 有 力 工 具 ; 其 次 ,数学 的 研究 有 重 
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要 的 哲学 意义 ;再 则 ,我 敢 冒 昧 地 说 ,数学 的 探索 还 有 深 
刻 的 美学 原则 . 毫 无 疑问 ,数学 的 发 展 充分 地 激励 着 哲 
学 家 们 去 探索 数量 `. 空间 和 时 间 的 概念 . 然而 ,学 者 们 还 
发 现 ,数学 内 容 的 展示 能 给 人 们 带 来 种 种 喜悦 , 恰 如 绘 
名 和 音乐 能 够 陶冶 人 们 的 心情 一 样 . 人 们 还 不 无 惊叹 地 
赞美 着 数 与 形 的 巧妙 与 和 谐 的 结合 ,并 为 那些 不 断 揭示 
未 来 世界 的 新 发 现 而 不 胜 愉快 . 尽管 数学 不 是 美学 ,两 
者 不 能 等 同 ,但 当 人 们 亲身 经 历 并 回顾 其 数学 研究 的 历 
程 时 ,一 种 不 可 遏制 的 愉快 油 然 而 生 , 这 难道 不 是 一 种 
美学 特性 的 体现 吗 ? 当然 ,只 有 少数 人 能 真正 进入 这 种 
境地 并 享受 到 这 种 喜悦 和 愉快 ,而 这 也 正好 与 只 有 少数 
人 才能 去 鉴赏 最 珍贵 的 艺术 并 享受 其 中 的 乐趣 一 样 . 因 
此 ,我 训 不 犹 黎 地 认为 ,任何 一 个 人 要 想 有 教养 ,就 要 去 
学 习 数 学 ,即使 是 那些 在 物理 学 或 其 他 学 科 中 暂 无 任何 
应 用 的 数学 理论 ,也 是 值得 去 学 习 和 探索 的 . 
一 一 亨利 。 庞 加 芋 (Henri Poincaré) 
The Kelation of Analysis and Mathematical 
Physics; Bulletin American Mathematical Socie- 


ty, Vol.4(1899). 


10.3 对 于 每 一 个 人 来 说 ,只 要 他 聪明 而 又 勤奋 ， 
他 就 有 可 能 成 为 律师 、 医 生 或 药剂 师 , 其 至 还 可 能 取得 
很 大 的 成 功 . 然而 仅 有 聪明 和 勤奋 , 却 未 必 能 成 为 一 个 
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音乐 家 、 画 家 或 数学 家 . 
一 一 莫 比 乌 斯 (P.J. Moebius) 
Ueber die Anlage zur Mathematik ( Leipzig, 
900). 


10.4 真正 的 数学 家 往往 就 是 艺术 家 、 建 筑 师 或 诗 
人 . 数学 家 还 在 现实 世界 之 上 创造 了 一 个 理性 的 世界 ， 
然而 他 们 又 力图 使 之 成 为 最 完美 的 现实 世界 ,还 要 在 各 
个 方向 去 探索 和 研究 这 个 世界 . 任何 一 个 不 了 解 这 个 理 
性 世界 的 人 ,都 不 可 能 具有 这 个 世界 的 任何 概念 . 

一 一 普 林 希 姆 (A. Pringsheim) 

Jahresbericht der Deutschen Mathematiker Vere- 


inigung ,Bd. 32. 


10.5 纯粹 的 真理 是 科学 的 北极 星 ,然而 数学 比 起 
其 他 学 科 来 ,更 容易 唤醒 孩子 们 对 于 真理 的 热爱 . 黑 格 
尔 (HegeD) 说 过 :“ 一 个 不 通晓 古代 学 者 之 贡献 的 人 , 骂 
是 一 个 没有 美感 的 人 . ”相应 地 , 希 尔 巴 赫 (Schellbach) 
说 ;“ 一 个 不 了 解数 学 和 近代 科研 成 果 的 人 ,就 是 一 个 至 
死 不 晓 真 理 的 人 .” 

一 -一 马克 思 。 赛 蒙 (Max Simon) 

Quoted in J. W. A. Young: Teaching of Mathe- 

matics (New York ,1907). 


。 101 。 


10.6 几何 似乎 是 属于 现实 的 ,而 诗歌 则 应 纳入 幻 

想 的 框架 .但 在 理性 的 王国 中 ,两 者 又 是 非常 一 致 的 . 对 
于 每 个 年 轻 人 来 说 ,几何 与 诗歌 都 是 宝贵 的 遗产 . 

一 一 佛 罗 伦 斯 é 密 尔 奈 尔 (Florence Milner) 

School Review ,1898. 


10.7 户 斯 肯 (Ruskin) 等 人 认为 科学 与 诗歌 毫 无 
共同 之 处 . 其 实 , 那 种 认为 高 度 发 展 的 想象 力 对 于 数学 
人 研究 是 无 关 紧 要 的 看 法 实 为 一 大 错误 . 

一 一 替 夫 曼 (F. S. Hoffman) 
Sphere of Science (London,1898). 


10.8 我 们 没有 听 说 过 一 个 知识 面 很 罕 的 诗人 能 
写 出 什么 好 诗 文 ,也 没有 听 说 过 一 个 思想 贫乏 的 代数 学 
家 能 提出 什么 漂亮 的 数学 问题 .一 个 人 ,如 果 他 既 通 晓 
事物 的 几何 基础 ,同时 又 熟悉 节日 的 壮观 场面 ,那么 他 
的 诗歌 就 将 更 准确 ,而 他 的 算术 也 就 更 富有 音乐 美 . 

一 -一 艾 帮 了 过 (R. W. Emerson) 

‘Society and Solitude ,chap.7 Works and Davs. 


10.9 我 向 你 推荐 一 个 人 ， 
他 精通 音乐 和 数学 . 
由 他 用 这 些 科学 来 教育 女士 们 ， 
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pre 


那么 女士 们 将 个 个 成 为 世界 名 人 . 
莎士比亚 (Shakespeare) 
Taming of the Shrew,Act 2,Scene 1. 


10. 10 ”难道 说 音乐 不 就 是 感觉 中 的 数学 ,而 数学 
不 就 是 推理 中 的 音乐 吗 ? 两 者 的 灵魂 是 完全 一 致 的 ! 
因此 ,音乐 家 可 以 感觉 到 数学 ,而 数学 家 也 可 以 想象 到 
音乐 . 昌 说 音乐 是 梦幻 ,而 数学 是 现实 ,但 当 人 类 智慧 升 
华 到 完美 的 境界 时 ,音乐 和 数学 就 互相 渗透 市 融 为 一 体 
了 .两 者 将 照 炮 着 未 来 的 英 扎 特 (Mozart) 狄 里 克 莱 
(Dirichlet) 或 贝多 芬 (Beethoven) 高 斯 的 成 长 ,这 在 
赫 尔 姆 夫 茨 的 天 才 和 劳动 中 已 经 清楚 地 预示 了 这 种 绪 


性 
忆 ， 


一 一 西 尔 维 斯 特 (J.J. Sylvester) 
On Newton’'s Rule for the Discovery of Imagi- 
nary Roots; Collected Mathematicalt Papers, 


Voil. 2. 


10.11 那 种 认为 天 才 在 一 个 家 族 中 可 以 通过 代 代 
改进 的 办 法 遗传 下 去 的 看 法 是 绝对 不 可 靠 的 . 当然 , 巴 
赫 (Bach) 的 家 庭 是 一 个 音乐 世家 , 伯 努 利 (Bernoulli) 的 
家 庭 是 一 个 数学 世家 ,但 这 些 无 助 于 说 明天 才 是 逐 代 改 
进 相传 的 看 法 是 正确 的 ,否则 应 该 一 代 一 代 愈 往 后 天 才 
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愈 高 ,然而 事实 却 并 非 如 此 . 而 且 天 才 往 往 出 现在 某 一 
代 的 某 些 成 员 中 ,而 并 不 是 某 一 代 人 的 全 体 成 员 都 有 同 
等 水 平 的 天 才 . 

此 外 ,高 斯 并 不 是 数学 家 的 儿子 , 享 德尔 (Handel) 
的 父亲 是 个 外 科 医 生 而 并 非 作 曲 家 ,他 对 音乐 一 无 所 
知 . 提 申 (Titian) 是 律师 的 儿子 ,但 他 和 他 的 兄弟 弗 度 西 
斯 科 。 维 什 利 奥 (Francesco Vecellio) 都 是 画家 ,他 们 的 
下 一 代 有 7 位 艺术 家 ,但 天 才 都 不 如 父 华 … 所 以 我 认为 
那些 在 某 一 特殊 方向 的 高 度 天 赋 并 不 能 从 先 华 的 经 历 
中 产生 ,而 是 由 大 脑 在 这 一 特殊 方向 的 实践 所 决定 . . 

一 一 奥 格 斯 特 。 威 斯 曼 (August Weismann) 
Essays upon Heredity [LA. E. Shipleyj (Oxford, 
1891) ,Vol.1. 
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十 一 “作为 语言 的 数学 


11.1 数学 语言 对 任何 人 来 说 ,不 仅 是 最 简单 明了 

的 语言 ,而且 也 是 最 严格 的 语言 . 
一 一 布 洛 享 姆 (H. L. Brougham) 
Works (Edinburgh ,1872) ,Vol.7. 


11.2 数学 是 定义 的 科学 ,对 了 解 这 些 定义 的 人 来 
说 ,它们 是 必 不 可 少 的 词汇 表 . 


怀特 (W. FF. White) 
A Scrap-book of Elementary Mathematics (Chi- 
cago,1908). 


11.3 数学 也 是 一 种 语言 ,从 它 的 结构 和 内 容 来 
看 ,这 是 一 种 比 任 何 国 家 的 语言 都 要 完善 的 语言 . 实际 
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上 ,数学 是 语言 的 语言 . 通过 数学 ,自然 界 在 论述 ;通过 

数学 ,世界 的 创造 者 在 表达 ;通过 数学 ,世界 的 保护 者 在 
讲演 . 

-一 一 第 尔 曼 (CC. Dillmann) 

Die Mathematik die 了 acReltragerz7 einer neuen 


Zeit (Stuttgart,1889). 


11.4 对 于 了 解 和 通晓 逆 过 程 这 种 概念 来 说 ,数学 

这 种 符号 语言 已 充分 证 明 是 精确 的 和 概括 的 . 
-一 一 约 蔓 。 文 (John Venn) 
Symbolic Logic(London and New York ,1894). 


11.5 一 个 通晓 代数 的 人 ,车 能 在 一 个 方程 式 中 直 
接 看 出 求解 结果 , 则 是 由 于 他 下 过 苦 功 的 缘故 . 
-一 一 柯 诺 特 CA. Cournot) 
Theory of Wealth [LN. T. Bacoz ]， (New York, 
1897 ) . 


11.6 在 算术 中 引 和 人 人 阿拉伯 数字 概念 以 前 ,处 理 乘 
法 运算 是 极为 困难 的 ,即使 是 整数 的 除法 ,也 需要 极 高 
的 数学 技巧 . 而 在 引入 阿拉 伯 数 字 以 后 ,更 由 于 义务 教 
育 的 普及 ,因而 可 以 说 ,每 一 个 西欧 人 ,都 能 进行 复杂 的 
除法 运算 . 但 对 古 和 希腊 数学 家 来 说 ,除法 简直 是 不 可 能 
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怀 特 黑 德 (A.N. Whitehead,1861~1947) 英国 数学 家 、 逻 辑 
学 家 ,过程 哲 学 的 创始 人 . 1880 年 入 剑桥 大 学 三 一 学 院 , 毕 业 后 留 
校 任 教 . 1914 年 受聘 为 伦敦 大 学 帝国 科学 技术 学 院 应 用 数学 教 
授 . 1924 年 到 美国 哈佛 大 学 任 哲学 教授 , 专 意 于 建立 其 宇宙 形 而 
上 学 . 1931 年 当选 为 英国 科学 院 院 士 .他 一 生 在 数学 .哲学 .教育 
等 领域 留 下 了 大 量 著 作 ,他 对 数学 ,尤其 是 对 现代 逻辑 的 发 展 有 一 
定 贡献 ,他 与 罗素 合 著 的 《数学 原理 》 标 志 着 人 类 逻辑 思维 的 空前 
进步 ,被 称 为 永久 性 的 伟大 学 术 闭 作 之 一 . 
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实现 的 .可 见 今 天 能 够 顺利 进行 小 数 运 算 ,这 不 能 不 说 
是 数学 概念 的 完善 所 造成 的 神奇 结果 . 
怀特 黑 德 (A. N. Whitehead) 


Tniroduction to Marthematics (Ne York ,1911). 


11.7 由 于 大 量 的 数学 符号 ,往往 使 得 数学 被 认为 
是 一 门 难民 而 又 神秘 的 科学 . 当然 ,如 果 我 们 不 了 解 符 
号 的 含义 , 那 就 什么 也 不 知道 . 而 且 对 于 一 个 符号 ,如 果 
我 们 只 是 一 知 半 解 地 使 用 它 , 则 也 无 法 掌握 和 运用 自如 
的 . 实际 上 ,对 于 各 行 各 业 的 技术 术语 而 言 , 同 样 都 要 训 
练 有 素 才 能 灵活 应 用 . 但 是 ,不 能 认为 这 些 术 语 和 符号 
的 引入 ,增加 了 这 些 理论 的 难度 . 相反 地 ,这 些 术 语 或 符 
号 的 引入 ,往往 是 为 了 理论 的 易于 表述 和 解决 问题 . 特 
别 是 在 数学 中 ,只 要 细 加 分 析 , 即 可 发 现 符号 化 给 数学 
理论 的 表述 和 论证 带 来 极 大 的 方便 ,甚至 是 必 不 可 少 
的 . 


怀特 黑 德 (A. N. Whitehead) 


TIntroduction to Mathematics (Nerw York ,1911). 


11.8 一 个 由 哈密 尔 顿 (Hamilton) 和 格拉 斯 曼 
(Grassmann) 所 设想 的 、 全 封闭 的 几何 符号 体系 的 建 
六 ,是 不 可 能 实现 的 . 

一 一 巴克 哈 尔 德 (H. Burkhardt) 
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Jahresbericht der Deutschen Mathmatiker Verein- 


igung ，Bd. o. 


11.9 数学 分 析 的 语言 ,是 所 有 的 数学 语言 中 最 完 
善 的 语言 ,而 且 语 言 本 身 就 成 为 新 发 现 的 有 力 工 具 . 特 
别 是 那些 被 构思 出 来 的 种 种 必要 概念 ,往往 是 许多 新 算 
法 的 起 点 . 


拉 普 拉 斯 (Laplace) 
Oeuvres,t. 7(Paris,1896). 
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年 达 旨 拉 斯 (Pythagoras, 约 公 元 前 580 一 公元 前 497) 
希腊 哲学 家 ,数学 家 ,天 文学 家 , 生 于 小 亚细亚 海岸 ,他 在 米利 都 
的 Thales 那里 学 习 过 一 段 时 间 , 之 后 到 处 游历 ,到 过 埃及 和 巴 比 
伦 ,并 可 能 在 那里 学 到 一 些 数学 和 神秘 主义 的 教条 ,然后 他 在 意 大 
利 南 部 成 立 了 他 自己 的 学 派 , Pythagoras 学 派 认 为 ,世界 上 的 一 切 
事物 和 现象 都 可 以 ,并 且 只 能 通过 数学 得 到 解释 . 也 就 是 说 ,宇宙 
的 本 质 就 在 于 数 的 和 谐 性 . 他 们 还 提出 了 “ 数 是 万 物 的 本 源 ” 的 中 
想 . Pythagoras 学 派 的 一 个 重大 贡献 是 他 们 有 意识 地 承认 并 强调 ; 
数学 上 的 东西 如 数 和 图 形 是 思维 的 抽象 , 同 实际 事物 或 实际 形象 
是 截然 不 同 的 . 数学 是 研究 抽象 概念 的 这 种 认识 应 该 归功 于 Py- 


thagoras 学 派 . 
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十 二 ”数学 与 罗 得 


12.1 数学 与 那些 涉及 精神 的 和 物质 的 每 个 问题 
都 有 密切 关系 ,即使 是 那些 借以 限定 逻辑 系统 的 逻辑 规 
则 ,也 往往 要 借助 于 数学 才能 演绎 和 展开 . 

豆 加 敏 。 裴 尔 斯 (Benjamin Peirce) 


Linear Associative Algebra; American Journal 


of Mathematics ,Vol. 4(1881). 


12.2 数学 概念 就 其 本 性 而 言 ,是 很 抽象 的 . 事实 

上 ,数学 的 抽象 程度 ,往往 高 于 逻辑 的 抽象 程度 . 
-一 一 乔治 。 克 里 斯 托 CGeorge Chrystal) 
Encyclopedia Britannica (Ninth Edition) Article 


“Mathematics’”. 
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裴 尔 斯 tc. s. peirce,1839~1914) 美国 哲学 家 ,逻辑 学 家 , 自 
然 科 学 家 ,实用 主义 的 创始 人 . 于 1855 年 进 哈 佛 大 学 学 习 化 学 ,并 
对 哲学 、 天 文学 等 多 种 学 科 感 兴趣 . 他 一 生 并 不 得 志 ,1887 年 以 前 
一 直 谋 求 在 大 学 获得 一 个 正式 教 席 , 均 未 如 愿 . 他 是 数学 、 研 究 方 
法 论 .科学 哲学 .知识 论 和 形而上学 领域 中 的 改革 者 . 他 自 认为 首 
先是 逻辑 学 家 . 在 逻辑 学 方面 有 两 大 贡献 ,一 是 改进 了 希 尔 代数 ， 
一 是 发 展 了 关系 逻辑 , 即 引入 新 的 概念 和 符号 ,把 关系 逻辑 组 成 为 
一 个 关系 演算 . 
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十 二 


数学 与 逻辑 
“i 


12.3 数学 是 科学 逻辑 的 一 把 巨大 的 铁 钳 . 
-一 一 哈 尔 斯 特 德 (G. B. Halsted) 
Science(1905). 


12.4 形式 思维 是 获取 正确 知识 的 工具 ,而 正确 地 
了 解 逻 辑 学 和 数学 这 些 形式 科学 , 则 是 进行 科学 教育 的 
恰当 而 可 靠 的 基础 . 
阿 塞 尔 。 雷 非 马尔 (Arthur Lefevre) 
Number and its Algebra (Boston, Sect. 222. ) 


12.5 我 们 可 以 把 几何 学 视 为 实践 的 逻辑 . 因为 几 

何 学 所 考虑 的 是 最 简单 和 最 易 感 知 的 真理 ,因而 也 是 最 
易于 应 用 推理 规则 的 真理 . 

一 一 达 表 贝尔 (D?”Alembert) 

Quoted in A. Rebiére: Mathématiques et Mathé- 


maticiens (Paris,1898). 


12.6 如 所 知 ,数学 家 对 逻辑 的 关心 ,并 不 比 逻 辑 
学 家 对 数学 的 关心 更 多 . 数学 与 逻辑 学 是 严格 科学 的 两 
只 眼睛 ,然而 数学 主义 派 却 无 视 逻 辑 这 只 眼睛 ,而 逻辑 
主义 派 又 无 视 数 学 这 只 眼睛 . 他 们 似乎 都 认为 ,依靠 自 
己 的 一 只 有 眼睛 ,反而 比 两 只 眼睛 看 得 更 清楚 . 

一 一 德 。 摩 根 (A. De Morgan) 
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Quoted in F. Cajyori: History of Mathematics 
(Ner York ,1897). 


12.7 艺术 的 进步 在 很 大 程度 上 取决 于 艺术 的 特 
征 . 为 什么 人 们 总 是 用 数 和 线 或 由 数 和 线 所 描述 的 事物 
来 说 明 问 题 呢 ? 这 是 因为 任何 概念 除了 与 数 和 线 相 对 
应 的 这 些 特征 以 外 ,再 无 其 他 更 重要 的 特征 了 . 

一 莱 布 尼 兹 (G. W. Leibnitz) 
Philosophische Schriften[Gerhardt], Bd. 8. 


12.8 布尔 (Boole) 在 他 著述 “思维 规律 ”一 书 的 过 

程 中 发 现 了 纯 数 学 … 他 的 这 部 著作 所 涉及 的 都 是 形式 
逻辑 的 内 容 , 但 却 与 数学 全 然 相 同 . 

一 一 贝尔 特 伦 德 。 罗素 (Bertrand Russell) 


Internationalt Monthly,1901. 


12.9 数学 不 过 是 符号 逻辑 的 高 度 发 展 . 

-一 一 维和 霹 姆 (W. G. D. Whetham) 
Recent Development of Physical Science (Phila- 
delphia,1904). 


12.10 有 许多 逻辑 学 家 认为 ,符号 逻辑 是 数学 ,而 
表示 对 符号 逻辑 不 感 兴 趣 . 但 是 ,又 有 许多 数学 家 却 强 
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调 符 号 逻辑 是 逻辑 ,而 对 符号 逻辑 不 子 理会 . 
怀特 黑 德 (A. N. Whitehead) 
Universal Algebra (Cambridge,1898), Preface. 


12.11 有 两 部 分 人 激烈 地 争论 着 ,而 且 他 们 的 出 
发 点 和 往 后 的 发 展 途径 也 不 相同 ,但 在 他 们 的 论文 中 却 
最 终 达 到 了 一 致 的 认识 : 即 符号 逻辑 是 数学 ,而 数学 就 
是 符号 逻辑 ,数学 和 符号 逻辑 是 同一 事物 “. 

一 一 开赛 尔 (C.J. Keyser) 

Lectures on Science, Philosophy and Art (New 

York ,1908). 

[x ] 如 所 知 , 罗 素 (Russell) 和 怀特 黑 德 (White- 
head) 等 都 是 数学 基础 诸 流 派 中 的 逻辑 主义 派 的 代表 人 
物 .在 这 里 ,上 述 12.8、12.9、12. 10、12. 11 和 下 述 12. 
12 诸 条 内 容 各 在 不 同 程度 上 反映 了 逻辑 主义 派 视 数 学 
为 逻辑 的 观点 .读者 应 有 分 析 地 吸取 其 合理 的 内 核 ， 抛 
弃 其 不 尽 合 理 的 东西 . -一 一 译 者 注 


12. 12 我 想 谈 谈 我 个 人 的 一 些 鲜 为 人 知 的 看 法 ， 
我 认为 纯 数 学 不 过 是 一 般 逻 辑 的 一 个 分 支 , 而 且 这 一 分 
支 是 建立 在 数 的 概念 的 基础 之 上 的 . 它 与 那些 至 今 变化 
不 大 的 其 他 逻辑 分 支 相 比 而 言 ,可 说 已 经 经 历 了 巨大 的 
发 展 ,原因 在 于 数学 这 一 分 支 有 它 特殊 的 社会 经 济 效 
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一 一 希 伦 德尔 (E. Schr6der) 
Ueber Pasigraphie etc: Verhandlungen desl. In- 
ternationalen Mathematiker-Kongpgresses(Leipzip, 


1898). 


12.13 即使 是 过 分 地 夸大 了 数学 的 作用 ,也 不 能 
由 此 而 否定 逻辑 教育 在 哲学 中 的 地 位 . 由 于 逻辑 教育 的 
简明 性 、 抽 和 象 性 和 普遍 性 ,以 及 不 受 任何 感情 干扰 的 理 
智 性 ,而 必然 使 之 成 为 教育 的 目 然 基础 . 只 有 在 逻辑 学 
中 ,我 们 才能 看 到 推理 艺术 的 完善 发 展 . 不论 是 最 自然 
的 还 是 最 特异 的 逻辑 学 知识 ,都 要 比 其 他 学 科 知 识 更 富 
有 成 效 和 具有 更 为 广泛 的 应 用 性 . 须知 数学 中 较为 抽象 
的 部 分 ,就 是 科学 演绎 与 系统 协调 性 论述 的 逻辑 知识 的 
一 一 - 科 姆 特 (A. Comte) 
Positive Philosophy [ Martineau |], ( London, 
1875) ,Vorl. 2. 
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十 三 ”数学 己 朱 学 


13.1 没有 哲学 ,固然 难以 得 知 数学 的 深度 ,然而 
没有 数学 ,也 同样 无 法 探知 哲学 的 深度 ,两 者 互相 依存 . 
还 应 特别 指出 ,如 果 既 无 哲学 又 无 数学 , 则 就 不 能 认识 
任何 事物 . 

一 一 德 莫 林 斯 。 波 尔 达 斯 (Demoulins Bordas) 

Quoted in A. Rebiére: Mathématiques et Mat- 


hématiciens (Paris,1898). 


13.2 一 般 地 说 ,哲学 高 于 数学 ,也 可 以 这 样 说 , 数 

学 是 朴素 的 哲学 . 
-一 一 努 瓦 利 斯 (Novalis) 
Schriftenl(Berlin,1901), Teil 2. 
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13.3 我 肯定 地 认为 , 当 数 学 家 或 哲学 家 用 一 些 糊 
涂 而 又 葛 测 的 语言 进行 写作 时 , 那 他 一 定 是 在 胡说 八 
道 . 


怀特 墨 德 (A. N. Whitehead) 


Introduction to Mathematics (New York ,1911). 


13.4 一 个 人 ,如 果 连 正方 形 对 角 线 与 其 边 不 可 通 

约 一 事 都 不 知道 , 那 他 就 失去 了 做 人 的 价值 . 
一 一 柏拉图 (Plato) 
Quoted by Sophie Germain: Mémoire surles sur- 


faces élastiques. 


13.5 要 想 获得 真理 和 知识 , 唯 有 两 件 武器 , 那 就 
是 清晰 的 直觉 和 严格 的 演绎 . 
一 一 第 卡尔 (Descartes) 
Kutles for the Direction of the Mind; Torrey's 
The Philosophy of Descartes(Ne York ,1892). 


13.6 如 果 没 有 严格 的 证 明 , 则 不 能 信服 一 事物 是 
可 能 的 还 是 不 可 能 的 . 数学 家 曾 证 明了 一 系列 可 能 的 事 
和 不 可 能 的 事 . 对 于 其 他 科学 ,如 果 也 能 像 数 学 那样 严 
格 地 进行 推理 和 证 明 , 则 必 将 最 终 发 现 许 多 看 上 去 可 能 
的 事 原 是 不 可 能 的 . 
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笛 卡 尔 (Descartes,1596~1650) 法 国 著名 哲学 家 、 数 学 家 、 物 
理学 家 ,解析 几何 学 奠基 人 之 一 . 1612 年 到 普 瓦 捷 大 学 攻读 法 学 ， 
四 年 后 获 博士 学 位 . 对 哲学 .数学 、 天 文学 .物理 学 .化 学 和 生理 学 
等 领域 都 有 深入 地 研究 . 堪 称 17 世纪 的 欧洲 哲学 界 和 科学 界 最 有 
影响 的 巨匠 之 一 ,被 准 为 “近代 科学 的 始祖 *, 也 是 欧洲 近代 哲学 的 
芮 基 人 之 , 黑 格 尔 称 他 为 现代 哲学 之 父 ”, 他 的 哲学 与 数学 思想 
对 历史 产生 了 深远 的 影响 ,他 所 建立 的 解析 几何 在 数学 史上 具有 
划时代 的 意义 . 
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一 一 汤姆 斯 。 雷 德 (Thomas Reid) 
Essay on the Intellectual Powers of Man, Essay 


4 ,Chap. 3. 


13.7 许多 数学 问题 是 关于 数学 真理 的 普遍 性 和 
必然 性 的 问题 ,也 是 知识 基础 的 问题 .因此 数学 一 方面 
与 日 前 生活 及 物理 科学 相 联 系 , 另 一 方面 又 与 涉及 时 空 
阿 塞 尔 。 凯 雷 C(Arthur Cayley) 
British Association Address (1883 ) Collected 


Mathematicat Papers ,Vol.11. 


13.8 形而上学 的 推理 过 程 通 常 都 很 短 , 从 一 个 原 
理 或 公理 出 发 ,往往 通过 几 步 (很 少 有 更 多 的 步骤 ) 推 理 
就 获得 结论 ,市 且 不 同 的 结论 互 不 相关 . 

然而 数学 推理 则 不 同 , 其 范围 是 无 限 的 .一 个 命题 
可 以 引出 男 一 个 命题 ,再 引出 第 三 个 命题 ,直至 引出 无 
限 多 个 命题 .为 什么 数学 推理 的 范围 如 此 广阔 ,而 其 他 
抽象 学 科 的 推理 范围 却 又 是 如 此 狭 率 呢 ? 这 是 由 数量 
特性 所 决定 的 . 因为 数 最 可 由 无 穷 多 个 部 分 去 构成 ,从 
而 数量 可 涉及 无 穷 多 个 点 ,并 且 能 用 无 数 种 不 同 的 方法 
进行 比较 . 


一 一 汤姆 斯 。 雷 德 (Thomas Reid) 
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Essays on the Powers of the Human Mind (Edin- 
burgh ,1812) ,Vol. 2. 


13.9 希腊 人 根据 自己 的 生活 经 验 而 获 致 下 述 结论 : 
首先 是 可 以 建立 起 关于 自然 界 各 个 部 分 的 科学 ,而 科学 又 
是 人 们 才能 的 实践 结果 . 其 次 是 每 一 门 科学 都 要 用 数学 语 
言 去 描述 . 这 种 看 法 在 柏拉图 的 著作 中 表现 得 尤为 明显 … 
在 今后 的 自然 规律 的 不 断 发 现 中 ,可 能 再 没有 什么 结论 能 
比 上 述 结论 更 具有 普遍 意义 和 更 为 重要 的 了 . 

一 一 休 厄 尔 (W. Whewell) 
History of the Inductive Sciences, Vol. 1, Bk. 2， 
chap. 3. 


13. 10 ”几何 学 家 为 完成 那些 困难 而 又 元 长 的 证 明 
过 程 ,必须 借助 于 一 连 串 的 推理 ,但 把 这 一 连 串 推理 中 
的 每 一 个 步骤 分 离 出 来 单独 观察 时 , 却 又 常常 显得 那么 
简单 易 行 .实际 上 ,很 可 能 任何 运用 思维 处 理事 情 的 过 
程 ,都 有 类 似 的 情形 . 另 一 方面 ,如 果 人 们 不 去 探索 , 而 
仅仅 关心 不 要 把 假 的 当 作 真 的 ,并 且 力 图 保持 着 从 一 个 
真理 演绎 出 另 一 个 真理 的 顺序 , 那 就 不 可 能 去 发 现 那 些 
深 深 埋藏 着 的 真理 的 奥秘 . 

一 一 第 卡尔 (Descartes) 

Discourse upon Method, part 2; The Philosophy 

of Descartes[ Torrey|, (Nerw York ,1892). 


阿 基 闲 德 Archimedes, 公 元 前 287 一 公元 前 212) ”希腊 数 
学 家 ,力学 家 . 出 生 在 叙 拉 古 的 一 个 天 文学 家 家 里 . 如 果 我 们 想 拿 一 
个 人 的 工作 成 就 代表 十 希腊 数学 特点 的 话 , 没 有 人 能 比 Archimedes 

合适 了 . Archimedes 和 Newton, Gauss 并 列 为 人 类 数学 史上 最 伟 
大 的 3 个 数学 家 . 

Archimedes 青年 时 代 是 在 亚历山大 里 亚 接受 的 教育 ,虽然 他 以 
后 的 时 光 是 在 叙 拉 古 度 过 的 ,但 他 始终 和 亚历山大 里 亚 保 持 密切 的 
联系 ，Eudoxus 的 “穷竭 法 ”对 Archimedes 的 影响 非常 深刻 ,以 至 后 
来 成 为 他 处 理 问题 的 基本 工具 . Archimedes 在 希腊 学 术 界 非常 有 
名 ,受到 同时 代 人 的 钦佩 和 尊重 . Archimedes 才智 超群 ,兴趣 广泛 ， 
并 具有 非凡 的 机 械 技巧 . 他 的 发 明 创 造 超出 当代 技术 水 平 如 此 之 
高 ,以 至 后 代 流 传 了 无 数 关 于 Archimedes 的 传说 和 故事 . 


。 122 。 


十 四 ”数学 与 科学 
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14.1 数学 推理 几乎 可 以 应 用 于 任何 科学 领域 ,不 
能 应 用 数学 推理 的 学 科 极 少 . 通常 认为 无 法 运用 数学 推 
理 的 学 科 , 往 往 是 由 于 该 学 科 的 发 展 还 不 够 充分 ,人 们 
对 于 该 学 科 的 知识 掌握 得 太 少 ,甚至 还 在 混沌 的 初级 阶 
段 . 任何 地 方 只 要 运用 了 数学 推理 ,就 像 一 个 蚌 尝 的 人 
利用 了 一 个 聪明 人 的 才智 一 样 ,数学 推理 就 像 在 黑暗 中 
的 烛光 ,能 照 亮 你 在 黑暗 中 寻找 宝藏 . 
阿尔 波斯 诺 特 (Arbuhtnot) 
Quoted in Todhunder's History of the Theory of 
Probability(Cambridge, London, 1865). 


14.2 数学 分 析 , 是 整个 知识 系统 的 一 种 合理 的 基 
础 . 
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一 一 科 姆 特 (A. Comte) 
Positive Philosophy LMartineau |, Bk. 1 ,Chap. 1. 


14.3 只 有 通过 数学 ,我 们 才能 彻底 了 解 科学 的 精 
髓 .只 有 在 数学 中 ,我 们 才能 发 现 科学 规律 的 高 度 简洁 
性 严格 性 和 抽象 性 . 任何 科学 教育 ,如 果 不 以 数学 作为 
出 发 点 , 则 其 基础 势必 有 所 缺陷 . 

一 一 科 姆 特 (A. Comte) 

Positive Philosophy [Martineau], Bk. 1,chap. 1. 


14.4 三 义 地 说 ,一 个 数学 概念 就 是 科学 概念 . 
一 一 努 瓦 利 斯 (Novalis) 
Schriftenl(Berlin,1901), Teil 2. 


14.5 我 坚定 地 认为 ,任何 一 门 自然 科学 ,只 有 当 
它 能 应 用 数学 工具 进行 研究 时 ,才能 算是 一 门 发 展 渐 趋 
完善 的 真实 科学 … 一 般 地 说 ,纯粹 的 自然 哲学 ( 即 仅 涉 
及 目 然 的 一 般 概念 的 哲学 ) 可 以 不 直接 涉及 数学 工具 的 
运用 .但 对 那些 处 理 确定 性 对 象 的 自然 科学 (如 物理 学 
或 心理 学 ) 来 说 , 则 只 有 在 其 能 够 运用 数学 工具 时 才能 
算是 真正 的 科学 . 而 且 一 门 科学 对 于 数学 工具 的 应 用 程 
度 ,就 是 这 门 科学 渐变 为 真实 科学 的 发 展 程度 . 
一 一 康德 (E. Kant) 
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Metaphysische Anfangsgriinde der Naturwissen- 
scha ft, Vorrede. 


14.6 我 认为 没有 哪 一 门 科学 的 服务 功能 与 协 幸 
功能 能 像 数 学 那样 高 度 完善 . 
一 一 戴 维 斯 (E. W. Davis) 
Proceedings Nebraska Academy of Sciences for 
1896(CLincoln,1897). 


14.7 数学 除了 有 助 于 敏锐 地 了 解 真 理 和 发 现 
理 以 外 , 它 还 有 造型 的 功能 , 即 它 能 使 人 们 的 思维 综 
为 一 种 科学 系统 . 


真 
合 


一 一 -格拉 斯 曼 (H. Grassmann) 
Sriicke aus dem Lehrbuche der Arithmetik ; Werke 
(Leipzig, 1904) ,Bad. 2. 


14.8 物理 学 愈 发 展 就 您 数学 化 ,数学 是 物理 学 的 
收敛 中 心 . 我 们 可 以 根据 一 门 科 学 应 用 数学 工具 的 程度 
来 评定 该 门 科学 的 完善 程度 . 

一 一 奎 特 雷 特 (Quetelet) 

Quoted in E. Mailly's Eulogy on Qut; Smithso- 

nian Report ,1874. 
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14.9 物理 学 家 的 研究 工作 一 开始 就 要 不 断 地 依 
徘 数 学 家 ,因为 即使 是 在 最 简单 的 情况 下 , 如果 不 作 任 
何 数学 讨论 , 则 其 测量 的 直接 结果 就 是 完全 没有 意义 
的 . 当 物 理学 家 们 用 数学 来 说 明 实验 结果 时 ,他 会 发 现 
网 个 或 两 个 以 上 的 物理 量 彼 此 之 间 存 在 着 一 种 确定 的 
关系 ,从 现 有 的 这 一 关系 出 发 ,数学 家 常常 可 以 推断 出 
问题 中 的 一 些 已 知 量 与 一 些 未 知 量 之 间 的 原先 不 知道 
的 关系 . 库仑 (Coulomb) 是 把 实验 师 和 数学 家 的 作用 互 
相 结 合 起 来 而 发 现 了 两 个 带电 粒子 之 间 的 作用 力 的 规 
律 ,并 且 这 一 规律 在 往 后 的 发 展 中 就 变 成 了 纯粹 的 数学 
问题 ,从 而 无 需 做 任何 实验 , 即 可 确定 电荷 在 带电 导体 
上 的 分 布 状况 . 而 且 对 于 这 个 问题 ,数学 家 们 可 以 用 不 : 
同 的 方法 去 求解 . 
一 一 福 斯 特 (G. C. Foster) 
Presidential Address British Association for the 
Advancement of Science, Section A (1877); Na- 
ture, Vol. 16. 


14.10 工匠 的 后 面 是 化 学 家 ,化 学 家 的 后 面 是 物 
理学 家 ,而 物理 学 家 的 后 面 则 是 数学 家 . 
怀特 (W. F. White) 


Scrap-book of Elementary Mathematics (Chica- 
go,1908). 
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14. 11 如 有 条 希腊 人 不 研究 圆锥 截面 ,那么 开 普 勒 
(Kepler) 束 不 能 取代 毕 托 雷 米 (Ptolemy); 而 且 正 由 于 
希腊 人 研究 了 动力 学 , 开 普 勒 才 有 可 能 先 于 牛顿 而 发 现 
力学 定律 . 

一 一 休 厄 尔 (W. Whewell) 

History of the Inductivel( Nerw York ,1894) ,Vol.1. 


14.12 正 是 由 于 伟大 的 雷 吉 奥 蒙 太 纳 斯 (Regio- 
montanus) 在 纽伦堡 工作 室 里 计算 了 航海 历 书 才 使 哥 
伦 布 (Columbus) 能 够 发 现 新 大 陆 . 

一 一 和 鲁 的 奥 (F. Rudio) 

Quoted in Max Simon’s Geschichte der Mathema- 


tik im Altertum( Berlin,1909), Einleitung. 


14. 13 早先 有 许多 人 认为 关于 木星 黄道 的 计算 工 

作 是 诸 无 意义 的 ,然而 现在 却 人 人 绷 知 这 一 计算 工作 在 
航海 中 确定 经 度 有 重要 意义 . 

-一 一 滥 特 雷 (R. Whately) 


Annotations to Bacon’s Essays (Boston,1783). 


14. 14 ”函数 概念 的 分 析 , 不 仅 为 天 文学 家 及 物理 
学 家 提供 了 计算 距离 .时间 、 速 度 和 各 种 物理 常数 的 公 
式 , 而 且 还 为 探索 种 种 运动 规律 提供 了 有 力 工 具 , 教 给 
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全 们 如 何 依据 已 有 的 经 验 去 预测 未 来 的 事物 ,从 而 能 进 

一 步 获 得 自然 界 的 科学 知识 ,从 千姿百态 的 现象 中 总 结 
出 反映 本 质 的 基本 规律 . 

一 一 普 林 希 姆 (A. Pringsheim) 

Jahresbericht der Deutschen Mathematiker Vere- 


inigung ,Bad. 13. 


14. 15 自然 哲 学 的 某 些 分 支 ( 诸 如 物理 学 .天 文学 

和 光学 等 ) 对 于 那些 未 经 正规 数学 训练 的 人 来 说 ,几乎 
是 不 可 认识 的 . 

一 杜 格 尔 德 。 斯 特 沃尔特 (Dugald Stewart) 

Philosophy of the Human Mind , Part 3, chap. 


1 ,sect. 3. 


14. 16 ”海王 星 的 发 现 是 数学 和 天 文学 上 的 伟大 成 
就 . 天 王 星 并 没有 精确 地 沿 着 预先 计算 的 轨道 运动 ,而 
征 受 某 种 未 知 因素 的 影响 而 偏离 了 某 个 距离 ,这 一 事实 
全 至 单 赁 灵敏 的 肉眼 都 能 觉察 出 来 … 根 据 这 一 微小 的 
偏差 ,还 可 计算 出 那些 未 知行 星 的 位 置 ,并 进一步 去 观 
察 和 验证 它们 的 存在 . 利 威 列 尔 (Leverrier) 给 伽 雷 
‘Galle) 的 信 中 指出 :“ 把 您 的 望远镜 对 准 宝 瓶 定 CA- 
quarius) 星 座 的 黄道 ,在 经 度 326" 处 , 则 可 在 1 范围 内 
找到 一 颗 新 的 行星 ,并 觉察 到 光环 的 存在 , 它 就 是 第 九 
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行星 . ”1846 年 9 月 26 日 的 晚上 ,天 文学 家 在 柏林 观察 

了 半 小 时 后 ,就 在 偏离 利 威 列 尔 所 指出 的 精确 位 置 52 
的 地 方 发 现 了 这 颗 行 星 的 存在 . 

-一 一 扬 (GC. A. Young) 

General Astronomy (Boston,1891),Arti,653. 


14. 17 我 确信 化 学 的 发 展 和 进步 ,在 很 大 程度 上 
取决 于 化 学 与 数学 相 结 合 的 深度 . 
福 伦 克 兰 德 (A. Frankland) 


American Journal of Mathematics ,Vol. 1. 


14.18 如 果 没 有 高 等 数学 知识 ,要 了 解 物理 学 或 
普通 化 学 的 最 近 发 展 , 已 是 不 可 能 的 了 . 

一 一 梅 洛 尔 (J. W. Mellor) 

Higher Mathematics( Nerv York ,1902), Preface. 


14. 19 ”望远镜 作为 一 种 探索 空间 的 工具 ,使 得 空 
间 遥 远 的 区 域 逐 步 靠近 我 们 . 而 数学 则 以 归纳 和 推理 ， 
使 我 们 向 着 更 遥远 的 天 空 继续 前 进 ,并 把 天 际 的 某 个 部 
分 带 进 我 们 的 认识 范围 . 现代 天 文学 的 一 切 应 用 成 果 ， 
给 智慧 的 眼睛 揭示 了 天 党 的 驱 体 ,并 且 在 望远镜 指向 某 
个 天 体 之 前 ,就 计算 出 了 该 天 体 所 在 的 人 位置. 运行 轨 道 
和 总 体质 量 . 
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一 一 汉 姆 波 尔 特 (A. Humboldt) 
Cosmos [otte | ,Vol. 2， part 2, sect. 3. 


14. 20 ”没有 任何 一 门 学 问 的 学 习 , 能 像 学 习 算 术 
那样 强 有 力 地 涉及 国内 的 经 济 .政治 和 艺术 . 数学 的 学 
习 ,能 够 激励 那些 沉睡 和 不 求 上 进 的 年 轻 人 ， 促使 他 们 
发 展 智慧 和 增强 记忆 力 , 甚 至 取得 超越 自身 天 赋 的 进 
步 . 

一 一 柏拉图 (Plato) 
Laws | Jowertt, |, BEk. 5. 


14.21 没有 测量 ,就 没有 计算 . 
一 一 赫 巴 特 (J.F. Herbart) 
Werke[ Kehrbach |, (Langensalza,1890), Bad. 5. 


14. 22 在 数学 中 ,我 们 找到 了 理性 的 本 源 . 生物 学 

家 也 必须 以 数学 为 工具 来 进行 他 们 的 研究 . 
一 一 科 姆 特 (A. Comte) 
Positive Philosophy [Martineau], Bk.5 ,chap. 1. 


14.23 ”把 数学 应 用 于 心理 学 不 仅 是 可 能 的 ,而 且 
是 必需 的 . 其 他 的 工具 能 使 我 们 这 大 到 
言 服 . 
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-一 一 墨 尔 巴 特 (J. 下 . Herbart) 
Werke[l Kehrbach|, (Langensalza,1890), Ba. 5. 


14.24 所 有 比较 确定 的 知识 ,都 必须 从 计算 开始 . 

这 一 重要 结论 不 仅 对 记忆 想象 和 理解 的 理论 来 说 是 如 
此 ,而 且 对 感觉 .愿望 和 感情 的 学 说 来 说 也 是 如 此 . 

一 一 黑 尔 巴特 (J. 下 . Herbart) 

Werke[L Kehrbach], (Langensalza,1890), Bd. 5. 


14.25 不 久之 后 ,数学 将 在 医学 中 起 到 重要 作用 ， 
这 方面 的 因素 已 在 逐步 增长 .事实 上 ,生理 学 .图形 解剖 
学 、 病 理学 和 治疗 学 等 都 必须 遵循 它们 特有 的 数学 规 
律 . 
一 一 马克 思 “. 德 索 伊 尔 (Max Dessoir) 
Westermann ”5 Monatsberichte, Bd. 77; Ahrens: 
Scherz und Ernst in der Mathematik (Leipxzig, 
1904). 


14.26 只 有 将 数学 应 用 于 社会 科学 的 研究 之 后 ， 
才能 使 得 文明 社会 的 发 展 成 为 可 控制 的 现实 . 
怀特 (W. F. Whitey) 
A Scrap-book of Elementary Mathematics (Chi- 


cago,1908). 
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14.27 概率 论 与 误差 论 已 成 为 伟大 的 数学 知识 与 
数学 实践 中 不 可 忽视 的 一 部 分 . 尽管 它们 是 通过 天 文 
学 `、 测 地 学 及 物理 学 的 发 展 而 发 展 起 来 的 ,但 概率 论 与 
误差 论 的 应 用 领域 正在 日 益 扩 大 ,并 渗透 到 一 切 现 代 科 
党 和 社会 生活 的 每 一 个 角落 ,从 而 对 未 来 科学 和 社会 的 
发 展 起 到 极为 重要 的 作用 . 因而 数学 的 学 习 就 不 仅 是 普 
通 教育 所 必需 ,甚至 对 于 正确 理解 日 常生 活 也 至 为 重 
要 . 

一 一 与 达尔 特 (R. S. Woodard) 

Probability and Theory of Errors (Nexw York, 

1906) , Pre face. 


14. 28 历史 科学 的 发 展 ,也 倾向 于 数学 的 应 用 , 因 
为 数学 有 分 类 的 功能 . 

一 一 努 瓦 利 斯 (Novalis) 

Schriften (Berlin,1901), Teil 2. 


14.29 历史 从 来 就 没有 被 认为 是 一 门 单纯 的 统计 
科学 ,而 是 一 门 有 关 生 命 力 与 时 间 序 列 关系 的 科学 . 这 
种 与 物理 能 和 机 械 能 的 各 种 形式 统一 在 一 起 的 生命 力 ， 
一 直 在 不 断 地 倾向 于 数学 的 表述 . 

一 一 享 利 .亚当 姆 (Henry Adam) 

A Leitter to American Teachers of History (W- 
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学 与 科学 


ashington ,1910). 


14. 30 ”数学 还 与 修辞 学 保持 着 一 定 的 关系 ,因为 


数学 有 助 于 修辞 规律 的 研究 . 
一 一 - 希 尔 曙 (LL. A. Sherman) 


University [of Nebraska | Studies, Vol. 1. 
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数学 的 本 性 


区 拉 (Euler,1707 一 1783) ”瑞士 数学 家 . 出 生 于 瑞士 的 Ba- 
sel, 是 在 Bernoulli 家 族 的 数学 学 者 们 的 影响 下 成 长 起 来 的 . 1727 一 
1741 年 .1766 一 1783 年 在 彼得 堡 科学 院 工 作 ,1741 一 1766 年 在 柏林 
科学 院 工 作 . Euler 是 数学 史上 最 多 产 的 数学 家 一 一 他 生前 发 表 的 
著述 有 560 多 种 , 死 后 还 留 下 了 大 量 的 手稿 . Euler 自己 说 他 没有 发 
表 的 论文 足够 彼得 堡 科 学 院 使 用 20 年 . 事实 上 直到 他 身后 80 年 即 
1862 年 ,彼得 堡 科学 院 还 在 刊登 Euler 的 遗 作 . Euler 全 集 (1911 年 
由 瑞士 自然 科学 协会 出 版 ) 出 版 了 84 卷 . Euler 在 28 岁 时 左 眼 失 
明 ,56 岁 时 双 目 失明 ,他 完全 是 靠 惊人 的 记忆 力 和 心算 进行 数学 研 
究 工作 ! Euler 是 18 世纪 数学 学 者 的 中 心 人 物 ,他 的 工作 涉及 数学 
的 各 个 领域 . 特别 地 ,他 把 从 Bemoulli 家 族 继承 下 来 的 Leibniz 学 派 
的 分 析 学 进行 了 整理 和 发 展 . 遗憾 的 是 Euler 在 “注意 严密 性 ”方面 
略 感到 不 足 . 


134 。 


十 五 算术 .代数 、 儿 何 


1S.1 数学 问题 的 求解 往往 与 计算 直接 相关 ,而 许 
多 过 去 要 花费 毕生 时 间 才 能 完成 的 运算 ,在 现代 数学 工 
具 的 使 用 下 ,只 要 几 分 钟 时 间 便 可 完成 . 
欧 斯 特 。 马赫 (Ernst Mach) 
Popular Scientific Lectures LMc Cormack | (Chi- 


cago,1898). 


15.2 任何 问题 最 终 都 要 归结 到 数 的 问题 ,因为 任 
何事 物 都 处 于 彼此 相关 的 量 的 决定 性 中 . 

一 一 科 姆 特 (A. Comte) 

Positive Philosophy LMartineau |, Bk. 1 ,chap. 1. 


15.3 毕 达 哥 拉 斯 认为 数 是 万 物 之 源 , 数 的 规律 是 
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打开 宇宙 秘密 的 钥匙 . 但 是 数 的 规律 都 有 内 在 的 次 序 ， 
对 此 初 看 起 来 似乎 十 分 神奇 ,但 在 熟悉 之 后 ,就 会 认识 
到 这 些 数 的 规律 不 仅 可 以 解释 自然 现象 的 惊人 的 一 致 
性 ,而 且 都 是 内 在 的 和 必然 的 . 
一 一 保罗 ，。 卡 洛斯 (Paul Carus) 
Keflections on Magic Squares; Monist, Vol. 16 
(1906). 


15.4 主人 代数 学 家 都 说 算术 与 几何 是 数学 的 翅膀 . 

我 认为 这 两 门 科学 是 那些 处 理 量 的 一 切 科 学 的 基础 ,而 

且 不 仪 是 基础 ,甚至 还 是 顶 石 . 因为 应 用 任何 结果 的 时 

候 ,都 必须 把 该 结果 转换 成 数 和 线 , 而 要 将 某 种 结果 转 
换 成 数 和 线 ,就 必需 借助 于 算术 和 几何 . 

一 一 拉 格 朗 日 (Lagrange) 

Lecons Elémentaires sur les Mathématiques, Le- 


coOn seconde. 


15.35 一 个 类 的 数 就 是 与 给 定 的 类 相似 的 所 有 类 
的 类 . 

一 一 巴尔 特 伦 德 。 罗 素 (Bertrand Russell) 

Principles of Mathematics (Cambrid ge, 1903). 


15.6 数 具 有 类 的 不 变性 . 当 类 经 受 变化 而 不 破坏 
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类 中 各 个 事物 的 不 同性 质 的 话 , 则 数 的 性 质 是 不 会 变化 
的 . 
一 一 法 因 (H. B. Fine) 
Number-system of Algebra (Boston and New 
York ,1890). 


15.7 算术 可 称 之 谓 事物 在 空间 、 力 和 时 间 中 被 精 

确 限制 的 一 门 科学 . 
一 一 帕克 尔 (F. W. Parker) 
Talks on Pedagogics(New York ,1894). 


15.8 算术 是 函数 赋值 的 科学 ,而 代数 则 征 纯 数 弯 
换 的 科学 . 

---- 雹 维 运 (6G. H. Howison) 

Journal of Speculative Philosophy»Vol. 5. 


15.9 现代 分 析 的 强大 生命 力 , 来 自如 下 的 三 大 发 

现 : 阿 拉 伯 数字 .十进制 小 数 和 对 数 . 
一 一 - 卡 约 里 (F.Cajorl) 
History of Mathematics (New York ,1897). 


15. 10” 一 方面 ;我 们 可 以 说 ,数字 工作 的 目的 ,在 
于 使 孩子 们 具有 计算 的 能 力 ; 另 一 方面 ,也 可 以 说 ,通过 
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数字 工作 去 深入 地 了 解 变 化 着 的 物质 对 象 及 其 活动 ,以 

便 更 好 地 掌握 客观 世界 . 从 某 种 观点 来 看 ,整个 世界 都 

可 用 数字 测量 和 估 值 去 确定 地 解释 和 理解 . 在 普通 学 校 

里 进行 算术 教育 时 ,就 应 该 教 给 孩子 们 用 数学 眼光 来 看 
竺 和 估 值 事物 . 

一 一 麦克 马 雷 (C. A. McMurray) 

Special Method in Arithmetic ( New York ,1906). 


15.11 算术 和 几何 ,是 天 文学 家 借以 著 翔 于 高 空 
的 两 只 翅膀 . 

一 一 罗 保 特 ， 波 耶 (Robert Boyle) 

Usefuliness of Mathematics to Natural Philoso- 


phy; Works(London,1772) ,Vol. 3. 


15.12 算术 符号 是 写 出 来 的 图 形 , 而 几何 图 形 则 

是 画 出 来 的 公式 . 
一 一 和 布尔 伯 特 (D. Hilbert) 
Mathematical Problems; Bulletin American 


Mathematical Society ,Vol. 8(1902). 


15.13 为 什么 聪明 人 少 而 是 笨 的 人 多 ? 原因 在 于 
想 计 数 的 人 多 ,但 数 是 数 不 尽 的 . 
一 一 洛 维 雷 斯 (Lovelace) 
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Noah Bridges: Vulgar Arithmetike ( London, 
1659). 


15. 14 ” 数 的 军队 犹如 人 的 军队 那样 ,并 不 总 是 想 
象 中 的 那么 强大 . 


东 奇 (M. Sage) 
Mrs. Piper and the Society for Psychical Re- 
search [Robertson|(New York, 1909 ) . 


15. 15 ”上帝 只 创造 了 整数 ,其 余 一 切 都 是 人 工 构 

造 出 来 的 . 
一 一 克 洛 雷 克 尔 (L. Kronecker) 
Jahresberichte der Deutschen Mathematiker Vere- 


inigung » Bd. 2. 


15.16 ”整数 是 全 部 数学 的 源 果 . 

-一 闵可夫 斯 基 (H. Minkowsk1) 
Diophantische Approximationen ( Leipzig, 
1907) ,Vorrede. 


15.17 严格 地 说 ,数论 并 不 涉及 人 负数、 分数 或 无 理 
数 . 因而 那些 必须 涉及 分 数 、 负 数 或 无 理 数 等 概念 才能 
表述 的 定理 ,就 不 是 纯 算 术 的 定理 . 
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-一 马 体 斯 (G. B. Mathews) 
Theory of Numbers (Cambridge,1892), Part 1,， 


sect. 1. 


15.18 ”数学 是 科学 的 皇后 ,而 算术 是 数学 的 呈 后 ， 

而 皇后 却 又 常常 届 苯 地 为 天 文学 和 其 他 各 门 自然 科学 

提供 服务 . 然而 在 整体 关系 中 ,无 论 如 何 皇 后 总 是 被 排 
列 在 首位 的 . 

一 一 高 斯 《Gauss) 

Sartorius won Waltershausen: Gauss xzum 


Gedachitniss. (Leipzig ,18506). 


15. 19 ”正如 高 斯 首先 指出 的 那样 , 割 圆 术 问题 或 
等 分 圆 问题 明显 地 取决 于 算术 . 这 些 问题 是 数论 与 超越 
分 析 以 及 纯 几 何 相关 的 最 早 的 和 最 简单 的 例子 .它们 初 
看 起 来 十 分 神秘 而 又 如 此 频繁 地 出 现 . 
一 一 马 休 斯 (G. B. Mathews) 
Theory of Numbers (Cambridge, 1892), Part 1， 
sect. 167. 


15. 20 ”代数 是 慷慨 大 方 的 ,她 所 给 予 的 远 远 超过 
她 所 索取 的 . 
一 一 - 达 妆 贝尔 (D' Alembert) 
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Quoted in Butltletin American Mathematical Socti- 


ety ,Vol.2(1905). 


15. 21 ”如 果 代 数 与 几何 各 自分 开发 展 , 那 它 的 进 

步 将 十 分 缓慢 ,而 且 应 用 范围 也 很 有 限 . 但 若 两 者 互相 

结合 而 共同 发 展 , 则 就 会 相互 加 强 , 并 以 快速 的 步伐 加 
着 完美 化 的 方向 猛 进 . 

一 一 - 拉 格 庚 H(Lagrange) 

Lecons élémentaires sur les Mathématiques » Lecon 


Cingquiéeme. 


15. 22 ”考查 算术 的 最 好 方法 ,就 是 研究 代数 . 

一 一 卡 约 里 (F. Caijori) 
Teaching and History of Mathematics in U. S. 
(Washington ,1896). 


15.23 ” 简 言 之 ,代数 是 函数 的 演算 ,而 算术 却 是 数 
值 的 演算 . 
一 一 科 姆 特 (A. Comte) 
Philosophy of Mathematics [C Gillespie jC New 
York ,1851). 


15 24 根据 有 资格 的 审定 ,我 们 可 以 有 把 握 地 现 
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谊 :尽管 有 关 哈 密 尔 顿 四 元 法 的 著作 现在 还 是 那么 安静 
地 被 搁置 在 数学 家 的 书架 上 ,甚至 大 西洋 此 岸 见 过 此 书 
的 人 不 是 50 ,而 阅读 过 该 书 的 人 更 是 不 足 5 人 ,但 在 下 
一 个 世纪 中 ,人 们 必 将 确认 哈密 尔 顿 四 元 数 将 是 19 世 
纪 最 伟大 的 发 现 . 
一 一 汤姆 士 ， 希 尔 (Thomas Hill) 
North American Review ,Vol. 85. 


15.25 古代 警句 曾 指 出 ,上 帝 把 大 海 赐 给 了 英国 ， 
又 把 大 陆 赏 给 了 法 国 ,而 云层 却 被 分 给 了 德国 . 于 是 德 
国人 从 云层 中 获得 了 十 (加 号 ) 和 一 ( 减 号 ) ;而 这 些 符号 
所 产生 的 思想 对 人 类 的 幸福 至 关 重 要 ,这 一 切 是 无 法 在 
大 海 或 大 陆 中 获取 的 . 


怀特 黑 德 (A. N. Whitehead) 
An Introduction to Mathematics (Nerw York ,1911). 


15.26 迄 至 目前 为 止 , 人 们 对 于 虚数 的 考虑 ,依然 

在 很 大 的 程度 上 把 虚数 归结 为 一 个 有 毛病 的 概念 ,以 致 

给 虚数 绽 上 一 层 甩 及 而 神奇 的 色彩 .我 认为 只 要 不 把 十 

1、 一 1、V 一 1 叫做 正 一 、 负 一 和 虚 一 ,而 称 之 日 向 前 一 、 

有 反问 一 和 侧 向 一 ,那么 这 层 肛 胰 而 神奇 的 色彩 即 可 消 
失 . 

-一 一 高 斯 人 CC. 下. Gauss) 
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Theoria residiorum biquadraticorum ,Commenta- 


iio Secunda; Werke, Bd. 2(Goettingen, 1863). 


15.27 什么 是 行列 式 理论 ? 它 是 代数 上 的 代数 ， 

这 是 一 种 使 我 们 能 够 把 代数 运算 组 合 起 来 并 预言 结 来 

的 演算 ,这 种 情况 就 像 代 数 本 身 能 使 我 们 不 必 进 行 具体 

的 算术 运算 也 行 之 有 效 的 情况 是 一 样 的 . 所 有 的 分 析 最 
终 都 必须 以 这 种 形式 作为 自己 的 外 衣 . 

一 一 西 尔 维 斯 特 (J.J. Sylvester) 

Philosophical Magazine ,Vol. 1,(1851); Collect- 


ed Mathematical Papers ,Vol.|. 


15.28 ”正如 俗话 所 说 :“ 条 条 大 路 通 罗 马 ” 一 样 ,我 
认为 ,至 少 在 我 自身 的 情况 下 ,所 有 的 代数 问题 或 壕 或 
早 都 要 归结 到 近世 代数 的 首府 上 ,而 在 首府 的 光照 符 目 
的 人 口 处 所 铭刻 着 的 却 是 “不 变 却 理论 . 

一 一 西 尔 维 斯 特 (J.J. Sylvester) 

On Newton's Rule for the Discovery of Imagi- 

nary Roots :Collected Mathematical Papers, Vol. 

2. 


15.29 ”我 认为 那些 想 把 化 学 提高 到 一 个 适当 位 置 
的 青年 化 学 家 们 ,应 当 聪 明 地 及 时 掌握 代数 形式 理论 . 
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而 对 于 物理 学 来 说 ,我 认为 力学 就 是 在 分 割 理 论 或 理想 

元 素 论 基础 上 ,或 在 两 者 的 共同 基础 上 所 选择 的 代数 结 

构 ,而 这 些 也 是 未 来 化 学 所 必 不 可 少 的 … 不 变量 理论 和 
异 构 现象 论 乃 是 一 对 姐妹 理论 . 

-一 一 西 尔 维 斯 特 (J. J. Sylvester) 

American Journal of Mathematics ,Vol. 1(1878). 


15.30 ”近来 ,下 述 观 点 已 愈 来 愈 流行 了 : 即 认为 
许多 数学 分 支 , 不 过 是 某 些 特 殊 群 的 不 变 式 理论 . 
一 一 索 福 斯 。 李 (Sophus Lie) 
Continuierliche Gruppen-Scheffers ( Leipzig, 
1893). 


15.31 图 形 的 科学 是 最 为 灿烂 而 美丽 的 科学 ,对 
此 仅 被 称 之 旦 几何 学 ,这 该 是 多 么 不 恰当 啊 !1 

一 一 福 里 希 里 纳 斯 (N. Frischlinus) 

Dialog 1. 


15.32 柏拉图 说 ;“ 上 帝 在 不 断 地 制作 几何 图 形 .” 
一 一 善 卢 塔 克 (Plutarch) 


Convivialium disputationum ,liber 8,2. 


15.33 所 有 的 权威 都 赞同 这 样 的 观点 , 即 柏 拉 图 
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研究 几何 学 或 某 些 严 密 科 学 对 于 他 研究 哲学 是 必 不 可 

少 的 准备 . 在 柏拉图 的 学 校 人 口 处 张榜 通告 :“ 不 熟悉 几 

何 学 的 人 请 勿 人 内 . ” 据 传 ,柏拉图 确 曾 拒绝 过 不 通晓 几 
何 学 的 人 作为 他 的 学 生 . 

一 一 巴尔 (W. W. R. Ball) 

History of Mathematics (London,1901). 

15.34 塑造 与 才干 ,构成 了 探求 真理 的 基础 . 
一 一 帕克 尔 (F. W. Parker) 
Talks on Pedagogics (New York ,1894). 


15.35 几何 真理 是 以 渐 近 线 的 形式 靠近 物理 真理 

的 , 亦 即 物理 真理 是 无 限 地 接近 几何 真理 ,而 又 不 能 完 
全 地 达到 它 . 

一 一 达 朗 贝尔 (D Alembert) 

Quoted in Rebiere: Mathematiques et Mathémat- 


iciens (Paris,1898). 


15.36 几何 是 逻辑 决策 的 最 完美 的 范例 . 

一 一 布 克 尔 (H. TI. Buckle) 
History of Civilization in England (New York, 
1891) ,Vol. 2. 


15.37 几何 学 的 光荣 ,在 于 它 从 很 少 几 条 独立 自 
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主 的 原则 出 发 ,而 得 以 完成 如 此 之 多 的 工作 . 
-一 一 牛顿 (Newtony) 
Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, 


Praefat. 


15.38 几何 学 把 严格 的 逻辑 推理 应 用 于 空间 和 图 
形 的 性 质 , 不 论 这 些 性 质 本 身 是 何等 明显 与 无 懈 可 击 ， 
几何 学 的 严格 推理 还 要 把 它 向 前 推进 一 步 . 亦 即 无 论 什 
么 性 质 ,不 论 它 多 么 明显 ,在 几何 学 中 仍然 不 允许 不 加 
证 明 ,因此 ,几何 学 是 从 最 少 的 前 提出 发 而 证 明 全 部 几 
何 真 理 的 . 

一 一 德 。 摩根 (A. De Morgan) 

On the Study and Dif ficulties of Mathematics 

(Chicago,1902). 


15.39 几何 学 是 一 门 了 解 和 掌握 事物 外 部 关系 的 
科学 ,几何 学 还 使 得 事物 的 这 些 外 部 关系 更 易于 解释 、 


描述 和 传播 . 
-一 一 哈 斯 特 (G. B. Halster) 


Proceedings of the American Association for the 


Advancement of Science(1904). 


15. 40 尽管 在 我 初学 欧 几 里 得 几何 原理 时 ,甚至 


。 146 。 


感到 几何 学 习 丰 常 讨 厌 , 但 是 几何 学 最 终 还 是 构成 了 我 

的 第 二 宇宙 . 而 且 后 来 当 我 深入 研究 任何 数学 问题 时 ， 
总 要 触及 几何 的 基础 部 分 . 

一 -一 西 尔 维 斯 特 (J. J. Sylvester) 

A Plea for the Mathematician; Nature, Vol.1. 


15.41 对 数学 而 言 ,牛顿 显然 是 个 奇才 , 欧 几 里 得 
的 《几何 原本 》 在 他 面前 况 显 得 如 此 微不足道 . 牛顿 起 先 
确 也 曾 认 为 ,几何 原理 是 如 此 一 目 了 然 ,定理 之 证 明 也 
很 容易 ,但 当 他 阅读 较 难 懂 的 笛 卡 尔 几 何 学 时 ,终于 发 
现 若 不 透彻 掌握 几何 原理 , 则 必 将 陷 人 困境 . 于 是 ,他 又 
高 高 兴 兴 地 回 过 头 去 重新 学 习 欧 几 里 得 的 《几何 原本 少 

一 一 詹姆斯 。 帆 尔 顿 (James Parton) 


Sir Tsaac Newton. 


15.42 如果 几 何 学 不 是 严密 的 科学 ,那么 几何 学 
就 不 足 道 了 . 因而 若 不 重视 证 明 的 严格 性 ,那么 整个 几 
何 教育 的 价值 就 等 于 零 . 事实 上 , 欧 几 里 得 的 严格 性 是 
一 致 公认 的 . 

一 一 史密斯 (H.J.S. Smith) 
Nature, Vol. 8. 


15.43 ”没有 人 能 像 欧 几 里 得 那样 给 出 如 此 容易 而 
又 自然 的 几何 结果 之 链 , 而且 每 个 结果 都 是 永 真 的 . 
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一 一 德 。 摩 根 (A. De Morgan) 
Smith's Dictionary of Greek and Roman Biogra- 
phy and Mythology (London,1902); Article” Eu- 


cleides. ” 


15.44 ”几何 学 的 惊人 成 就 表明 几何 学 是 演绎 形式 
的 一 种 强 有 力 的 武器 , 它 把 那些 本 身 不 可 分 割 的 事物 人 
为 地 加 以 分 割 ,并 且 由 此 而 进入 演绎 推理 . 
一 一 布 克 尔 (H. TT. Buckle) 
History of Civilization in England (New York, 
1891) , Vol. 2. 


15.45 几何 学 是 星星 之 友 , 它 用 最 纯洁 的 纽带 把 
心灵 与 心灵 联结 在 一 起 .在 几何 学 中 只 有 推理 ,并 且 不 
受 时 间 与 空间 的 干扰 与 控制 . 


华 效 添 尔 斯 (Wordsworth) 
The Prelude , Bk. 5. 


15.46 ” 毕 达 哥 拉 斯 在 发 现 了 他 的 直角 三 角形 基本 
定律 后 , 曾 举 办 了 一 次 盛大 的 牛 祭 .从 此 以 后 ,每 当 新 的 
真理 被 发 现 后 ,所 有 的 笔 人 ( 牛 ) 都 怕 得 瑟瑟 发 拌 “-. 

一 一 波 尔 纳 (CBoerne) 


Quoted in Moszkorvwski: Die unsterbliche Kiste 
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(Berlin,1908). 
[ x* 了 在 德语 方言 中 , 策 人 被 称 为 牛 . 一 一 译 者 注 


15.47 所 有 的 几何 推理 最 终 都 是 循环 的 :如 果 我 

们 从 点 开始 ,那么 这 些 点 可 以 用 相关 的 线 和 面 来 定义 ; 

如 果 我 们 从 线 和 面 开 始 ,那么 这 些 线 和 面 可 用 它们 通过 
的 那些 点 来 定义 . 

一 一 贝尔 特 伦 德 。 罗素 (Bertrand Russell) 

Foundations of Geometry (Cambridge,1897). 


15.48 ”描绘 作为 几何 学 基础 的 直线 和 加 是 力学 的 
事 . 几何 学 并 不 教 给 我 们 如 何 去 描 绘 这 些 线 ,而 要 求 初 
学 者 在 学 习 几 何 学 之 前 就 已 学 会 如 何 精 确 地 描绘 这 些 
线 , 所 以 描绘 直线 和 圆 弧 的 问题 不 是 几何 问题 ,这 些 问 
题 的 解决 要 靠 力 学 . 几何 学 在 求解 问题 时 ,只 是 利用 了 
这 些 直 线 和 圆 弧 … 因 此 ,几何 学 是 以 力学 的 实践 为 基础 
的 , 它 只 是 普通 力学 中 涉及 测量 艺术 的 一 部 分 . 人 工 的 
艺术 主要 与 物体 的 运动 有 关 , 因 而 几何 学 所 涉及 的 是 物 
体 的 量 ,而 力学 所 涉及 的 是 物体 的 运动 . 

一 一 一 牛顿 (Newton) 

Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, 


Praefat. 
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牛顿 (Newton,1643~1727) 英国 伟大 的 物理 学 家 、 数 学 家 、 天 
文学 家 、 自 然 哲 学 家 和 炼金 术士 . 曾 就 读 于 英国 剑桥 大 学 三 一 学 
院 , 获 硕士 学 位 . 晚年 潜心 于 自然 哲学 与 神学 . 在 数学 上 ,他 创立 了 
“牛顿 二 项 式 定理 ", 并 和 莱 布 尼 兹 几乎 同时 创立 了 微 积分 学 . 微 各 
分 的 创立 为 近代 科学 发 展 提供 了 最 有 效 的 工具 ,开辟 了 数学 上 的 
一 个 新 纪元 . 他 对 解析 几何 与 综合 几何 都 有 贡献 . 此 外 ,他 的 数学 
工作 还 涉及 数值 分 析 、 概 率 论 和 初等 数论 等 众多 领域 
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15. 49 ”我 们 必须 承认 ,存在 着 独立 的 几何 学 ,就 像 
存在 着 独立 的 物理 科学 一 样 ,两 者 均 可 用 数学 方法 来 处 
理 . 几何 学 是 最 简单 的 自然 科学 , 它 的 公理 都 是 那些 经 
由 经 验 检验 ,并 在 误差 范围 内 认可 的 物理 定律 的 本 质 . 

一 一 马克 西 姆 . 波 希 尔 (Maxime Bocher) 

Bulletin American Mathematical Society, Vol. 2 


(1904). 


15. 5S0 ”从 实际 的 教育 理论 角度 来 说 ,我 们 有 充分 
的 理由 认为 ,必须 把 平面 几何 原理 的 教学 放 在 代数 教学 
之 前 .事实 上 ,平面 几何 的 内 容 更 为 基本 和 具体 , 它 作 为 
处 理事 物 与 关系 的 手段 也 不 全 是 符号 的 变换 . 

一 一 巴特 勒 尔 (N. M. Butler) 

The Meaning of Education etc(New York ,1905). 


15. 51 如 所 知 ,古代 几何 学 家 在 求解 问题 时 已 经 
利用 了 分 析 ,虽然 他 们 并 不 愿意 把 这 方面 的 知识 教 给 他 


们 的 后 代 . 
一 一 稍 卡 尔 (Descartes) 


Rules for the Direction of the Mind; The Phitlos- 
ophy of Descartes [Torreyj (Nero York ,1892). 


15. 52 投影 几何 在 今天 竞 是 如 此 地 被 普遍 忽视 ， 
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这 实在 令 人 惊讶 . 实际 上 ,在 数学 中 再 没有 什么 能 比 投 
影 几 何 更 吸引 人 的 了 .投影 几何 是 有 古代 几何 的 具体 性 
而 并 不 枯燥 ,同时 又 有 分 析 几 何 之 功能 而 并 不 需要 进行 
计算 . 其 思想 上 和 方法 上 的 完美 ,充分 体现 了 美学 的 一 
般 原 则 , 它 是 高 等 数学 之 魅力 所 在 ,也 是 一 般 初 等 数学 
所 无 法 具有 的 优美 之 处 . 

Report of the Committee of Ten on Secondary 


School Studies (Chicago,1894). 


15.53 投影 几何 的 两 个 数学 基础 是 非 调和 上 比 与 四 

元 结构 ,其 余 定理 在 数学 上 都 源 出 于 这 两 个 基础 . 
一 一 贝尔 特 伦 德 。 罗素 (Bertrand Russell) 
Foundations of Geometry (Cambridge,1897). 


15.54 在 初等 数学 中 ,可 能 没有 什么 内 容 能 像 球 

面 三 角 学 那样 使 学 生 反 感 . 
一 一 一 泰 特 (P. G. Tait) 
Encyclopedia Britannica, 9th Edition; Artrcle 


“Quaternions.” 


15. SS 古人 根本 不 知道 解析 方程 , 笛 卡 尔 是 第 一 
个 把 它 引 和 曲线 和 曲面 研究 的 人 . 这 些 方程 并 不 限于 图 
形 的 性 质 及 理性 力学 对 象 的 性 质 ,它们 可 以 一 般 地 应 用 
于 所 有 的 现象 .没有 什么 语言 能 比 解 析 方 程 更 简单 .更 
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傅 立 叶 (J. Fourier,1768~1830) 法 国 数学 家 、 物 理学 家 . 巴黎 
高 等 师范 学 校 的 首 批 学 员 . 1798 年 随 拿 破 仑 远征 埃及 时 任 军 中 文 
书 和 埃及 研究 院 秘书 ,1801 年 回国 后 任 伊 泽 尔 省 地 方 长 官 . 1817 
年 当选 为 科学 院 院士 ,1822 年 任 该 院 终身 秘书 ,后 又 任 法 兰 西学 
院 终身 秘书 和 理工 科大 学 校 务 委员 会 主席 . 他 的 最 突出 的 贡献 就 
是 他 对 热传导 问题 的 研究 和 新 的 普遍 性 数学 方法 的 创造 ,这 为 数 
学 物理 学 的 前 进 开 辟 了 道路 , 极 大 地 推动 了 应 用 数学 的 发 展 , 从 而 
也 有 力 地 推动 了 物理 学 的 发 展 . 
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一 般 化 、 更 明显 和 更 不 容易 发 生 错 误 . 这 就 是 说 ,解析 方 


程 能 够 更 好 地 用 来 表达 自然 界 的 不 变 关 系 
-一 一 傅立叶 (CEourlier) 


Théorie Analytique de la Chaleur, Discours 


Prelimiinaire. 
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十 六 ” 微 积分 及 其 相关 的 学 科 


16.1 微分 与 积分 的 概念 就 其 本 源 而 言 ,应 追溯 到 
阿 基 米 德 ;而 将 它们 引入 和 渗透 到 科学 的 领域 , 则 要 归 
功 于 开 普 勒 . 笛 卡尔 、 卡 瓦 列 里 (Cavalieri) 、 费 尔 翅 (Fer- 
mat) 和 华 利 斯 (Wallis) 的 研究 … 当然 ,关于 微分 与 积 
的 互 逆 运 算 这 一 重要 发 现 , 则 是 属于 牛顿 和 莱 布 尼 效 
的 . 

-一 一 索 福 斯 。 李 (Sophus Lie) 
Leipziger Berichte, 47 (1895 ), Maith. -phys. 
Classe. 


16.2 费 尔 玛 是 微分 运算 的 真正 发 现 者 . 他 认为 微 
分 是 在 略 去 与 低 阶 无 穷 小 相 比 显得 更 小 的 高 阶 无 穷 小 
项 以 后 ,再 从 有 限 差分 运算 中 导出 的 … 而 牛顿 则 通过 他 
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的 流 数 法 提出 了 更 加 分 析 性 的 运算 ,并 利用 他 所 发 明 的 
二 项 式 定 理 , 使 这 一 方法 更 加 简化 和 一 般 化 . 而 芋 布 尼 
兹 则 利用 了 令 人 喜悦 的 概念 ,更 加 丰富 了 微分 运算 . 

拉 普 拉 斯 (Laplace) 
Lés Intégrales Dé finies ,etc. ;Oeuvres,t. 12(C Par- 


1s, 1898). 


16.3 无 穷 小 法 与 极限 法 之 间 的 区 别 , 就 在 于 极限 

法 要 在 计算 结束 前 一 概 保留 高 阶 消 去 项 ,直到 最 后 才 把 

它 去 掉 ; 而 在 无 穷 小 法 中 , 则 一 开始 就 把 高 阶 无 穷 小 去 

掉 了 , 亦 即 我 们 在 取 极 限时 ,这 些 项 就 消失 了 ,而 一 开始 
就 去 掉 高 阶 无 穷 小 并 不 影响 最 终结 果 . 

一 一 威廉 姆 逊 (B. Williamson) 

Encyclopedia Britannica, 9th Edition; Article 


“Infinitesimal Calculus” ,sect. 14. 


16.4 ” 当 我 们 掌握 了 无 穷 小 方法 的 精神 ,利用 原始 
比 与 最 终 比 的 几何 法 或 导 函 数 的 分 析 法 来 证 明 结 果 的 
正确 性 时 ,我 们 可 以 利用 无 穷 小 量 作 为 可 靠 而 又 有 价值 
的 工具 来 缩短 和 简化 我 们 的 证 明 . 


拉 格 天 日 (Lagrange) 


Meéchanique Analytiqgue, Preface; Oeuvres, t. 2 
(Paris,1888). 


*。 156 。 


十 六 微 积 分 及 其 相关 的 学 科 


16.5 微分 运算 ,具有 代数 运算 的 全 部 精确 性 . 
拉 普 拉 斯 (Laplace) 


Théorie Analytique des Probabilités, Introduc- 


tion ;OQeuvres,t. 7 (Paris,1886). 


16.6 微 积 分 法 在 任何 时 候 都 可 能 是 最 伟大 、 最 精 
巧 和 最 崇高 的 发 明之 一 , 它 为 我 们 开辟 了 一 个 新 世界 . 
正如 它 所 已 经 做 到 的 那样 , 它 把 我 们 的 知识 扩展 到 无 
限 ,并 使 我 们 超越 了 那些 似乎 已 给 人 类 思维 所 规定 了 的 
界限 ,至 少 已 经 无 限 地 超越 了 古代 几何 学 所 受到 的 种 种 
限制 . 
一 一 查尔斯 ，。 霍 顿 (Charles Hutton) 
A Philosophical and Mathematicalt Dictionary 
CLondon,1815) ,Vol.1. 


16.7 微 积 分 就 其 广泛 的 意义 而 言 , 它 是 我 们 领悟 
物理 真理 的 最 伟大 的 助手 . 

-一 一 奥 斯 哥 德 CW. 上 下. Osgood) 

Bulletin American Mathematical Soczety，VoL. 13 


(1907). 


16.8 无穷小 分 析 , 是 思维 的 最 强 有 力 的 武器 , 虽 
然 它 本 身 也 是 人 类 智慧 的 结晶 . 
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一 一 斯 密斯 (W. B. Smith) 
Infinitesimal Analysis (Nerw York,1898), Pref- 


UCe. 


16.9 普通 积分 只 不 过 是 微分 的 积累 … 积 分 的 不 

同 技巧 只 是 一 些 变 换 , 并 不 是 从 已 知 向 未 知 的 变换 ,而 

是 从 那些 不 能 为 我 们 利用 的 形式 向 那些 能 为 我 们 所 利 
用 的 形式 的 变换 . 

-一 一 德 。 摩 根 (A. De Morgan) 

Transactions Cambridge Philosophical Soczety， 


Votl. 8(1844). 


16. 10 涉及 任何 自然 现象 的 理论 的 实验 证 明 , 通 
党 都 取决 于 某 一 积分 的 结果 . 
一 一 梅 洛 尔 (J. W. Mellor) 
Higher Mathematics for Students of Chemisitry 
and Physics(New York ,1902). 


16.11 在 所 有 的 数学 学 科 中 ,微分 方程 理论 是 最 
重要 的 … 它 为 所 有 那些 包含 时 间 因 素 在 内 的 自然 界 的 
基本 现象 提供 了 解释 . 

-一 一 索 福 斯 。 李 (Sophus Lie) 
Leipziger Berichte ,47(1895); Math. -phys. Classe. 
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十 六 微 积分 及 其 相关 的 学 科 


16. 12 众所周知 ,研究 由 微分 方程 所 决定 的 超越 

了 消 数 的 问题 ,是 整个 现代 数学 的 中 心 问题 . 
一 一 克 芋 因 (F. Klein) 
Lectures on Mathematics( Nevw York ,1911). 


16. 13 任何 人 都 会 认为 曲线 概念 是 一 目 了 然 的 ， 

但 当 他 充分 地 研究 了 数学 以 后 , 却 会 由 于 无 数 的 例外 情 

形 的 出 现 而 被 搞 糊 涂 了 ,并 由 此 而 认识 到 原先 并 没有 党 

握 曲 线 的 本 质 … 曲 线 是 点 的 汇集 , 它 的 坐标 是 可 微分 参 
数 的 郴 数 . 

一 一 克 莱 因 (下 . Klein) 

Elementar Mathematik Vom hoheren Stand punk- 


te aus. (Leipzig. 1909)Vol. 2. 


16.14 应 用 双 曲 孙 数 的 主要 优点 ,就 在 于 它 能 揭 

示 无 理 肾 数 的 积分 之 间 的 某 些 奇妙 的 相似 性 . 
一 一 比尔 雷 (W. E. Byerly) 
Integrat Calculus (Boston,1890). 


16. 15 在 纯粹 物理 和 应 用 物理 的 每 个 分 支 中 ,无 
论 是 对 实验 科学 或 技术 科学 而 言 , 双 曲 函 数 都 是 非常 有 
用 的 . 当 某 一 物理 量 ( 如 光 、 速 度 、 电 、 放 射 性 等 ) 被 逐渐 
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吸收 或 消失 时 ,其 衰变 规律 就 可 用 某 种 形式 的 双 曲 函数 
来 表示 . 例如 , 莫 卡 托 (Mercator) 的 投影 便 可 用 双 曲 柄 
数 来 计算 . 又 如 当 我 进行 机 械 应 变 测量 时 ,最 简单 的 表 
示 方 法 就 是 采用 双 曲 函数 . 所 以 地 质变 形 往往 导致 双 曲 
一 一 沃 尔 阔 特 CC. D. Walcott) 

Smithsonian Mathematical Tables, H yberbotic 


Functions (Washington ,1909), Adwvwertisement. 


16. 16 ”几何 往往 前 导 于 分 析 , 但 在 实际 上 ,前 者 对 
于 后 者 而 言 ,就 像 仆 人 在 主人 的 前 面 开锣 喝道 那样 , 因 
为 两 者 之 间 的 差距 就 像 经验 与 科学 、 理 解 与 理由 或 者 有 
限 与 无 限 之 间 的 差距 一 样 . 

一 -一 西 尔 维 斯 特 (J. J. Sylvester) 
Philosophic Magazine ,Vol. 31(1866). 


16.17 ”函数 概念 是 近代 数学 思想 之 伦 . 
一 一 汤姆 士 ， 麦克 阔 马 克 (Thomas.J. McCormack) 

On the Nature of Scientific Law and Scientific 

Explanation, Monist,Vol. 10(1899~—1900). 


16. 18 零 涉及 下 述 三 个 问题 : 即 有 关 无 穷 、 无 穷 小 
和 连续 性 的 问题 … 过 去 的 每 一 代 最 聪明 的 学 者 部 试图 
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十 六 微 积分 及 其 相关 的 学 科 


攻克 这 些 问 题 ,但 都 没有 成 功 … 直 到 经 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 
(Weierstrass) 、. 戴 德 金 (Dedekind) 、 康 托 (Cantor) 等 数 
学 大 师 的 努力 才 解 决 了 这 些 问题 , 并 且 解 决 得 十 分 清 
楚 ,似乎 没有 留 下 任何 值得 怀疑 的 地 方 .这 一 成 就 堪 称 
时 代 的 骄 做 … 其 中 无 穷 小 这 一 问题 是 魏 尔 斯 特 拉 斯 解 
决 的 ,其 余 两 个 问题 则 由 戴 德 金 开始 ,而 由 康 托 最 终 解 

决 的 . 
一 一 贝尔 特 伦 德 、 罗素 (Bertrand Russell) 
Internationa! Monthly ,Vol. 4(1901). 


16.19 直到 莱 布 尼 兹 和 和 牛顿 发 现 了 微 积 分 之 后 ， 
才 驱 散 了 围绕 着 无 穷 概念 的 阴云 ,并 且 清 楚 地 建立 了 连 
续 及 连续 变化 的 概念 ,使 得 新 发 现 的 力学 概念 不 断 地 取 
得 完善 和 有 效 的 应 用 . 

一 一 海 姆 霍 尔 效 (H. Helmholtz) 

Aim and Progress of Physical Science; Popular 

Lectures [Flight|(Nerw York ,1900). 


16. 20 ” 无穷小 思想 是 无 矛盾 的 … 在 极限 和 无 穷 小 
两 种 方法 之 间 ,我 作为 一 个 数学 家 更 倾向 于 无 穷 小 法 ， 
因 为 这 一 方法 较为 容易 且 将 较 少 地 导致 困境 . 
裴 尔 斯 CC. F. Pierce) 
The Law of Mind ; Monist,Vol. 2(1891~1892). 
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16. 21 微分 是 什么 ? 就 是 速度 渐 近 于 零 的 增 量 . 
然而 什么 是 渐 近 于 零 的 增 量 呢 ? 它 既 不 是 有 限量 ,也 不 
是 无 限 小 ,又 不 是 零 . 但 我 们 又 更 不 能 称 之 谓 伟 死 的 量 
的 鬼魂 ?! 

一 一 贝克 莱 (G. Berkeley) 
The Analyst ,sect. 35. 


16.22 在 几何 学 中 ,我 们 不 仅 承认 无 穷 大 量 , 即 承 
认 有 一 种 量 , 它 可 以 比 任何 给 定 的 量 都 要 大 ,我 们 还 可 
进一步 承认 比 无 穷 大 量 还 要 大 的 更 高 一 级 的 无 穷 大 量 . 
当然 ,相对 于 我 们 的 脑袋 的 大 小 和 大 脑 的 大 小 来 说 是 十 
分 惊奇 的 ,因为 最 大 的 脑袋 的 大 脑 也 只 不 过 15 厘米 x 
13 厘米 X15 厘米 . 

一 一 伏 尔 泰 (Voltaire) 

A Philosophical Dictionary; Article “Infinity.™ 

(Boston,1881). 


16. 23” 无穷 是 数学 魔术 的 王国 ,而 零 这 个 魔术 师 
就 是 国王 . 当 零 除 以 任何 数 时 ,不 论 该 数 之 值 多 么 大 ,都 
把 该 数 变 成 无 穷 小 [无 穷 大 ?j, 反 之 , 当 零 作为 除数 时 ， 
则 又 把 任何 数 变 成 无 穷 大 [无 穷 小 ?]. 在 零 的 领地 中 , 曲 
可 变 直 , 圆 可 成 方 . 在 这 里 ,所 有 的 等 级 都 被 废除 了 , 因 
为 零 把 一 切 都 降 到 同等 水 平 . 在 零 的 统治 下 ,整个 王国 
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总 是 快乐 无 比 . 
-一 一 保罗 。 卡 洛斯 (Paul Carus) 
Logical and Mathematical Thought; Monist, 
Voil. 20(1909~1910). 


16.24 我 反对 把 无 穷 大 量 作 为 一 个 已 完成 了 的 对 
象 来 使 用 ,尤其 在 数学 中 是 永远 不 允许 这 样 做 的 …*-. 所 
谓 无 穷 ,仅仅 是 一 种 说 法 而 已 ,其 真实 含义 ,是 指 某 个 比 
率 在 无 限 接近 的 过 程 中 的 极限 ,而 任何 其 他 的 量 , 却 被 
允许 无 限制 地 增长 . 

一 一 高 斯 (Gauss) 
Brief an Schumacher (1831) ;Werke , Bd. 8. 

[x 了] 如 所 知 , 在 哲学 上 有 所 谓 消 极 无 限 与 积极 无 限 
之 分 ,哲学 上 的 这 两 种 不 同 的 无 限 性 概念 在 数学 中 的 具 
体 表 现 就 是 潜 无 限 和 实 无 限 , 哲 学 上 两 种 无 限 观 的 一 系 
列 争议 在 数学 中 的 反映 , 便 是 潜 无 限 论 者 与 实 无 限 论 者 
的 论战 史 . 而 Gauss、Galois、Kronecker、Borel、 Lebes- 
gue、Weyl 等 丝 反 对 实 无 限 概 念 ,在 这 里 ,Gauss 也 表达 
了 他 反对 实 无 限 概 念 的 观点 .一 一 译 者 注 


16.25 尽管 潜 无 穷 和 实 无 穷 这 两 个 概念 之 间 有 闭 
本 质 的 差别 ( 潜 无 穷 指 一 种 能 超越 任何 有 穷 极 限 而 不 断 
增长 着 的 、 仍 在 变动 中 的 有 穷 量 态 ,而 实 无 穷 则 是 一 种 


。 163 。 


乔 党 康 托 (George Cantor,1845 一 1918) 德国 数学 家 , 集 
合 论 的 创立 人 . 他 先后 就 学 于 苏黎世 大 学 、 哥 廷 根 大 学 、 法 兰 克 和 福 
大 学 和 柏林 大 学 ,主要 学 习 哲 学 、 数 学 和 物理 . 1884 年 患 了 精神 分 
裂 症 ,最 后 死 于 精神 病院 . 他 的 集合 论 是 人 类 认识 史上 第 一 次 给 无 
穷 建 立 起 抽象 的 形式 符号 系统 和 确定 的 运算 ,使 无 穷 的 概念 发 生 
了 一 次 革命 性 的 变化 ,并 渗透 到 所 有 的 数学 分 支 ,从 根本 上 改造 了 
数学 的 结构 ,促进 了 数学 许多 新 的 分 支 的 建立 和 发 展 , 还 给 逻辑 学 
和 哲学 带 来 了 深远 的 影响 . 
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超过 一 切 有 穷 值 的 .已 完成 了 的 确定 的 量 态 ), 但 在 实际 
上 却 是 经 常 地 被 混为一谈 的 … 由 于 对 那 种 不 合 传统 观 
念 之 实 无 穷 概念 的 讨厌 ,以 及 现代 唯物 主义 的 倾向 , 某 
种 “可 怕 的 无 穷 ” 观 念 已 在 科学 界 广泛 地 流行 起 来 ,我们 
可 在 高 斯 的 信 中 ( 见 16. 24) 看 到 对 这 种 经 典 表述 的 支 
持 . 但 我 却 认 为 , 若 对 合理 的 实 无 穷 不 加 分 析 地 了 予以 拒 
绝 , 则 就 必 将 不 折 不 扣 地 违背 事实 的 本 来 面目 ,然而 我 
们 还 是 必须 按照 事物 之 本 来 面目 去 看 待 一 切 . 
一 一 康 托 (G. Cantor) 
Zum Problem des actualen Unendlichen; Natur 


und Of fenbarung ,Bd. 32(1886). 


16. 26 人 们 往往 把 “无 穷 ” 与 “不 确定 性 ” 相 混 清 ， 
然而 这 却 是 两 个 完全 对 立 的 概念 . 极限 是 一 种 可 赋值 而 
又 尚未 赋值 的 量 ,而 无 穷 则 压根 儿 不 是 一 个 量 . 因为 它 
是 一 个 不 增 .不 减 又 不 可 赋值 的 极限 , 它 是 一 种 连续 地 
取 定 已 赋值 之 极限 的 运算 ,是 一 种 把 新 的 量 无 限制 地 加 
到 老 的 量 上 去 的 运算 , 即 连 续 微 分 . 男 外 ,虽然 无 穷 不 是 
量 , 但 零 却 是 量 . 若 把 零 视 为 空 量 的 记号 ,那么 无 穷 便 是 
连续 性 存在 的 记号 ,并 在 极限 的 添加 过 程 中 ,连续 性 又 
被 理想 化 地 不 断 分 割 为 不 连续 的 部 分 . 

一 一 刘易斯 (G. H. Lewes) 
Problems of Life and Mind (Boston,1875) ,Vol.2. 
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16. 27 我 认为 在 一 切 概 念 中 , 正 是 数 给 我 们 提供 

了 关于 无 穷 的 最 清晰 的 概念 . 
一 一 约翰 ， 洛克 (John Locke) 
An Essay concerning Human Understanding ， 


Bk. 2,chap. 17 ,sect. 9. 


16.28 一 个 由 许多 项 构成 的 集合 ,如 果 该 集合 包 
含 看 一 个 由 其 中 之 一 部 分 项 所 组 成 之 集合 ,而 这 个 由 部 
分 项 所 构成 之 集合 所 含有 的 项 的 个 数 却 又 与 原 集合 所 
含 之 项 的 个 数 相 同 ,那么 原 集 合 便 是 一 个 无 穷 集合 ,又 
在 一 个 集合 中 . 如 果 剔 除了 其 中 的 某 些 项 之 后 ,而 该 集 
合 中 所 含有 的 项 的 个 数 又 并 未 减少 ,那么 该 集合 就 必定 
包含 着 无 穷 多 个 项 . 

一 一 贝尔 特 伦 德 。 罗素 (Bertrand Russell) 
International Monthly ,Vol ,4(1901). 


16.29 有 一 个 十 扑 不破 的 真理 , 那 就 是 当 我 们 不 能 
确定 什么 是 真 的 时 ,我 们 就 应 该 去 探求 什么 是 最 可 能 的 . 
一 一 箔 卡尔 (Descartes) 

Discourse on Method , Part 3. 


16.30 如 所 知 , 论 证 是 利用 那些 彼此 之 间 具 有 辕 
定 不 变 的 .显而易见 而 又 互相 联系 着 的 若干 个 证 明 去 表 
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明 两 种 思想 的 一 致 或 不 一 致 , 而 概率 也 不 过 是 这 种 一 致 

或 不 一 致 的 一 种 表现 形式 ,其 不 同 之 处 只 在 于 那些 互相 

联系 着 的 知 干 证 明 不 再 固定 不 变 ,或 者 至 少 不 被 认为 是 
固定 不 变 的 . 

一 一 约翰 *， 洛 元 (John Locke) 

An Essay concerning Human Understanding, 


Bk. 4,chap. 15, sect. 1. 


16.31 自然 界 绝 大 部 分 重要 问题 都 是 概率 问题 . 
严格 地 讲 , 我 们 的 一 切 知 识 几 乎 都 是 或 然 性 的 ,只 有 很 
少 的 事物 对 我 们 来 说 是 知 其 所 以 然 的 . 即使 是 在 数学 
中 ,归纳 和 类 比 这 些 发 现 真理 的 基本 方法 也 是 建 基 于 概 
率 的 .因此 人 类 知识 的 整个 系统 都 和 概率 论 息 息 相 关 . 
拉 普 拉 斯 (Laplace) 


Théorie Analytique des probabilitiés, Introduc- 


tion ;OQeuwvres,t. 7( Paris,1886). 


16.32 概率 论 的 诞生 ,虽然 滑 源 于 或 然 率 游 戏 , 但 
在 今天 ,概率 论 却 已 成 为 人 类 知识 的 最 重要 的 组 成 部 分 
之 一 . 


拉 普 拉 斯 (Laplace) 
Théorie Analytique des probabilitiés, Introduc- 


tion ;Qeuvres,t. 7(Paris,1886). 


。 16/7/ 。 


16. 33 ”误差 理论 作为 一 个 数学 分 科 来 说 , 它 首 先 

是 涉及 一 个 或 多 个 误差 源 的 效果 影响 的 表现 理论 ,而 对 

这 些 误 差 而 言 ,被 计算 的 和 被 观察 的 量 是 主体 ;其 次 , 它 

还 是 一 种 涉及 所 决定 的 误差 量 和 所 发 生 的 概率 之 间 的 
关系 的 理论 . 

一 一 乌 达 尔 特 (R.S. Woodward) 

Probability and Theory of Errors (New York, 
1906). 


16.34 在 概率 论 的 应 用 中 ,误差 理论 的 应 用 最 多 . 
在 天 文 . 测 地 物理、 化 学 直至 每 一 个 要 想 获 得 精确 测量 
和 计算 的 科学 中 ,对 于 误差 理论 的 知识 是 绝 不 可 少 的 . 
背 助 于 这 一 理论 , 纯 科 学 才 于 19 世纪 取得 巨大 的 进步 . 
这 在 实际 上 ,不 仅 取决 于 自然 常数 方面 ,而 且 也 决定 于 
确立 清晰 思想 以 使 能 沿 着 同一 方向 去 征服 未 来 的 方面 . 
例如 ,在 科学 史上 ,没有 什么 能 比 应 用 最 小 二 乘法 去 求 
解 有 关 地 球 和 太阳 系 中 诸 行 星 的 一 系列 问题 时 所 获得 
的 成 就 更 加 令 人 满意 和 具有 指导 意义 了 . 最 小 二 乘法 的 
实际 价值 和 理论 意义 是 如 此 巨大 ,以 致 有 时 把 它 视 为 概 
率 论 的 一 个 主要 部 分 . 
一 -- 鸟 达 尔 特 (CR.S. Woodward) 
Probability and Theory of Errors (New York, 
1906). 
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二 七、 基本 概念 .时 间 己 空间 


17.1 康德 (Kant) 的 时 间 论 : 

1 .时 间 不 是 由 经 验 的 演绎 而 获得 的 概念 ,如 果 时 
间 的 表示 不 是 先 验 地 给 出 的 话 , 那 么 共存 性 和 相继 性 就 
不 会 进入 我 们 的 感觉 . 只 有 时 间 的 表示 是 先 验 给 出 的 ， 
我 们 才能 想象 某 些 事 是 同时 (即刻 ) 发 生 的 , 某 些 事 又 不 
是 同时 (相继 ) 发 生 的 . 

[ .时 间 是 一 切 直 党 所 必须 依赖 的 必然 表示 . 尽管 
我 们 可 在 某 个 时 间 内 排除 某 些 现象 ,但 却 不 能 从 茶 些 现 
象 中 排除 时 间 . 只 有 在 时 间 中 ,现象 才 是 可 实现 的 . 任何 
现象 均 可 消失 ,但 时 间作 为 现象 之 可 能 性 的 一 般 条 件 而 
言 却 是 永 不 消失 的 . 

于 .一 般 说 来 ,时 间 关 系 或 时 间 公 理 的 这 些 考 庸 置 
疑 的 原理 也 取决 于 先 验 的 必然 .时间 只 是 一 维 的 ,不 同 
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依 曼 努 尔 。 康 德 (1mmanuel Kant,1724~1804) 德国 哲 
学 家 天 文学 家 .星云 说 的 创立 者 之 一 .德国 古典 唯心 主义 创始 人 . 
先后 当选 为 柏林 科学 院 、 彼 得 堡 科 学 院 、 科 恩 科 学 院 和 意大利 托 斯 
卡 那 科学 院 院 士 .他 被 认为 是 对 现代 欧洲 最 具 影 响 力 的 思想 家 之 
一 ,也 是 启蒙 运动 最 后 一 位 主要 哲学 家 . 同时 他 也 是 有 重大 贡献 的 
自然 科学 家 ,他 提出 了 宇宙 起 源 的 "星云 假说 ” ,第 一 次 用 科学 观点 
回答 了 宇宙 成 因 这 一 重大 而 又 基本 的 科学 问题 ,为 近代 科学 技术 
的 发 展 做 出 了 巨大 贡献 . 
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的 时 间 不 是 即刻 的 ,而 是 相继 的 ,但 不 同 的 空间 却 不 是 
相继 的 ,而 是 即刻 的 . 这 些 原 则 都 不 能 由 经 验 导 出 ,因为 
经 验 既 不 能 把 绝对 世界 也 不 能 把 必然 性 赋予 这 些 原 则 . 

N. 时 间 是 不 能 推论 的 , 它 不 是 所 谓 的 一 般 概 念 , 它 
只 是 直觉 的 纯粹 形式 .不同 的 时 间 只 是 一 个 时 间 中 的 某 
些 部 分 . 

V .我 们 说 时 间 是 无 限 的 ,这 无 异 于 认为 只 有 当 那 
些 组 成 所 有 时 间 之 基础 的 各 个 时 间 的 限制 存在 时 ,才能 
有 各 个 确定 时 间 的 存在 ,因而 时 间 的 原始 表示 必然 是 没 
有 限制 的 . 然而 即使 每 个 部 分 都 能 用 限制 来 表示 ,其 整 
体 的 表示 也 不 能 由 概念 给 出 (因为 在 这 种 情况 下 ,部 分 
的 表示 在 前 ) ,而 必然 取决 于 时 间 直 党 . 

一 一 康德 (1. Kant) 
Critigue of Pure Reason [Max Miiller] (New 
York ,1900). 


17.2 康德 (Kant) 的 空间 论 : 

I .空间 不 是 由 外 部 经 验 所 导出 的 概念 . 为 了 使 茶 
些 感觉 能 够 涉及 身 外 之 物 ( 即 自身 所 在 之 部 分 空间 之 外 
的 部 分 空间 中 之 物 ), 为 了 使 我 们 能 够 并 列 地 表 不 这 些 
事物 ,那么 空间 的 表示 就 必须 是 已 经 存在 的 . 

I .空间 是 形成 所 有 外 部 直觉 基础 的 先 验 的 必然 表 
示 . 尽管 人 们 可 以 很 自然 地 想象 存在 着 空 无 所 有 的 至 
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间 ,但 却 不 可 能 想象 存在 着 没有 空间 的 地 方 . 因 而 空间 
可 被 认为 是 现象 得 以 存在 的 必要 条 件 ,而 决 不 是 由 现象 
所 产生 的 某 种 结果 . 亦 即 空间 必然 是 所 有 外 部 现象 以 前 
就 存在 着 的 先 验 表示 . 

亚 . 所 有 的 几何 原理 的 必然 性 及 其 结构 的 先 验 存在 
的 可 能 性 , 均 依 赖 于 空间 的 先 验 表示 的 必然 性 . 因为 如 
果 空 间 的 直 党 来 自 于 一 般 外 部 经 验 的 话 ,那么 数学 定义 
的 第 一 批 原 理 就 不 过 是 感 党 了 . 这 样 , 各 个 原理 本 身 就 
必然 要 受到 错误 感觉 的 影响 ,因而 在 两 点 之 间 存 在 着 一 
条 直线 这 样 的 原理 就 不 是 必然 的 ,而 是 在 各 种 情况 下 由 
经 验 所 分 别 决 定 的 事 . 由 经 验 得 到 的 东西 只 有 相对 的 一 
般 性 ,并 取决 于 归纳 . 最 后 , 迄 至 目前 为 止 , 我 们 所 观察 
到 的 空间 没有 超过 三 维 的 . 

.一 般 说 来 ,空间 不 是 推导 的 ,因为 它 不 是 事物 关 
系 的 一 般 概 念 ,而 是 一 种 纯粹 的 直觉 . 由 于 我 们 只 能 想 
象 出 一 个 空间 通常 谈 到 许多 空间 时 ,其 意 是 指 该 空间 的 
各 个 部 分 ,而 部 分 空间 又 只 能 被 包含 在 该 整体 空间 之 内 
存在 着 ,因而 空间 在 本 质 上 是 一 个 整体 . 从 而 空间 只 能 
是 先 验 的 直觉 ,而 不 是 经 验 的 东西 . 

空间 可 以 表示 为 无 限 的 量 . 现在 我 们 常 把 每 一 
个 概念 视 为 一 种 表示 , 它 被 包含 在 无 数 个 不 同 的 可 能 的 
表示 之 中 ,因而 不 存在 这 样 的 概念 ,本 身 可 以 包含 无 穷 
多 个 表示 . 然而 空间 却 可 包含 无 限 多 个 表示 ,因为 无 限 
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十 七 ”基本 概念 、 时 间 与 空间 


空间 的 所 有 部 分 空间 可 以 同时 存在 . 由 此 而 可 得 结论 空 
间 的 原始 表示 是 先 验 的 直觉 ,而 不 是 一 个 概念 . 


一 一 康德 (I. Kant) 
Critigue of Pure Reason [Mazr Miiller] (New 
York ,1900). 
17.3 叔 本 华 (Schopenhauer) 的 先 验 范畴 : 
(1) 只 存在 一 个 时 间 ,所 有 的 不 同时 间 只 是 该 时 间 
的 各 个 部 分 . 
只 存在 一 个 空间 ,所 有 的 不 同 空 间 只 是 该 空间 
的 各 个 部 分 . 
(2) 不 同 的 时 间 不 是 即刻 的 而 是 相继 的 . 
不 同 的 空间 不 是 相继 的 ,而 是 即刻 的 . 
(3) 可 以 想象 时 间 中 无 物 , 但 不 能 想象 没有 时 间 之 
物 . 
可 以 想象 空间 中 无 物 , 但 不 能 想象 没有 空间 之 
物 . 
时 间 有 三 段 :过 去 、 现 在 和 来 来 ,对 任 一 点 来 
说 , 它 有 两 个 方 问 . 
空间 有 三 维 : 高 度 . 宽 度 和 长 度 . 
(5) 时 间 是 无 限 可 分 的 . 
空间 是 无 限 可 分 的 . 
时 间 是 同 质 的 和 连续 的 , 亦 即 各 个 部 分 之 间 疫 
有 差别 ,也 不 能 用 超时 间 之 物 来 区 分 时 间 . 
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空间 是 同 质 的 和 连续 的 , 亦 即 各 个 部 分 之 间 没 

有 差别 ,也 不 能 用 超 空间 之 物 来 区 分 空间 . 

时 间 无 开始 也 无 结束 ,但 一 切 开 始 和 结束 都 在 

时 间 中 . 

空间 没有 限制 ,但 一 切 限制 都 在 空间 之 中 . 

时 间 使 计数 成 为 可 能 . 

空间 使 度量 成 为 可 能 . 

(9) 节奏 仅 存 在 于 时 间 之 中 . 

对 称 仅 存在 于 空间 之 中 . 

(10) 时 间 的 规律 是 一 个 先 验 的 概念. 
空间 的 规律 是 一 个 先 验 的 概念 . 

(11) 时 间 是 相继 感觉 的 先 验 . 
空间 是 即时 感觉 的 先 验 . 

(12) 时 间 不 是 永恒 的 , 它 要 经 过 现在 这 个 瞬间 . 
空间 永远 不 经 过 什么 , 它 在 一 切 时 间 中 永恒 . 

(13) 时 间 永 不 停止 . 
空间 永 不 运动 . 

(14) 时 间 中 的 万 物 都 有 期 限 . 
空间 中 的 万 物 都 有 位 置 . 

(15) 时 间 没 有 期 限 , 但 所 有 的 期 限 都 在 时 间 之 中 ， 
若 与 不 宁静 的 过 程 相 对 比 , 则 时 间 是 永恒 的 
持续 . 
空间 没有 运动 ,但 所 有 的 运动 都 在 空间 之 中 ， 
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若 与 空间 的 宁静 相对 比 , 则 运动 是 空间 里 的 
位 移 . 

运动 只 有 在 时 间 中 才 有 可 能 . 

运动 只 有 在 空间 里 才 有 可 能 . 

在 同一 空间 内 ,速度 与 时 间 成 反比 . 

在 同一 时 间 内 ,速度 与 空间 成 正比 . 

时 间 必 须 通 过 物质 在 时 空中 的 运动 来 测量 ， 
而 不 能 由 时 间 本 身 去 直接 测量 . 

空间 既 可 通过 物质 在 时 空中 的 运动 测量 ,也 
可 由 空间 本 身 去 直接 测量 . 

时 间 是 普遍 的 ,无 处 不 在 . 

空间 是 永恒 的 ,无 时 不 在 . 

万 物 只 有 在 时 间 中 才 是 前 后 相继 的 . 

万 物 只 有 在 空间 中 才 是 同时 并 存 的 . 
事物 在 时 间 中 变易 . 

物质 在 空间 中 持久 . 

任何 确定 的 时 段 都 包容 着 万 物 . 

任何 确定 的 有 限 空间 都 不 能 包容 该 空间 之 外 
的 任何 事物 . 

时 间 是 原始 基 元 . 

空间 是 原始 基 元 . 

即时 没有 时 段 . 

位 置 点 没有 长 度 . 
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(25) 时 间 本 身 空 无 所 有 而 不 确定 . 
空间 本 身 空 无 所 有 而 不 确定 . 

(26) 每 一 瞬间 都 要 以 前 一 瞬间 为 条 件 , 而 且 前 一 
瞬间 已 不 复 存 在 (时 间 存 在 的 充足 理由 律 ). 
空间 中 的 边界 关系 是 彼此 互相 确定 (空间 存 
在 的 充足 理由 律 ). 

(27) 时 间 使 算术 成 为 可 能 . 
空间 使 几何 成 为 可 能 . 

(28) 算术 的 元 素 是 1. 
几何 的 元 素 是 点 . 

-一 一 叔 本 华 (A. Schopenhauer) 

Die Welt als Vorstellnng und wille; Werke 

(Frauenstadt) (Leipzig ,1877), Bd. 2. 


17.4 几何 公理 既 不 是 先 验 的 综合 ,也 不 是 经 验 的 
事实 ,它们 仅仅 是 一 些 约定 ,但 这 些 约 定 却 又 是 在 所 有 
可 能 的 约定 中 根据 经 验 事 实 所 选择 出 来 的 . 并 且 这 些 约 
定 , 除 要 受到 不 能 导致 矛盾 的 约束 外 ,不 再 受到 更 多 的 
约束 而 基本 上 是 自由 的 … 几 何 公 理 实际 上 部 是 伪装 的 
定义 . 

可 能 有 人 会 提出 这 样 的 问题 , 欧 几 里 得 几何 是 真 的 
吗 ? 

这 个 问题 是 毫 无 意义 的 ,这 就 像 有 人 要 问 公 制 是 不 
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享 利 席 加 莱 (Henri Poincare ,1854 一 1912) 法 国 数学 
家 . 1881 年 开始 任 巴 黎 大 学 教授 ,直至 去 世 ., 1905 年 获得 鲍 尔 约 
奖 ,1906 年 当选 为 巴黎 科学 院 主 席 ,1908 年 被 选 为 法 国 科 学 院 院 
士 .他 从 1879 年 就 开始 从 事 数 学 研究 ,并 在 数学 的 几乎 整个 领域 
都 作出 了 杰出 贡献 ,在 数学 哲学 领域 是 直觉 主义 的 先驱 者 之 一 . 他 
的 研究 几乎 涉及 到 数学 的 所 有 领域 以 及 理论 物理 .天 体 物理 等 许 
多 重要 领域 ,被 公认 为 19 世纪 后 四 分 之 一 和 20 世纪 初 的 领袖 数 
学 家 ,是 对 于 数学 和 它 的 应 用 具有 全 面 知 识 的 最 后 一 个 人 . 
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是 真 的 ,或 者 老 的 测量 制 是 不 是 假 的 ? 直角 坐标 是 不 是 
真 的 ,或 者 极 坐标 是 不 是 假 的 ? 
一 一 庞 加 芋 (H. Poincaré) 
NorEuclidean Geometry; Nature, Vol. 45 (1891 
一 18927). 


17.5 我 们 的 空间 特征 并 不 是 思想 的 需要 ,这些 特 

征 把 我 们 的 空间 与 其 他 被 设想 出 来 的 空间 区 分 开 来 , 它 
们 仅仅 是 依靠 经 验 建 立 起 来 的 . 

一 一 巴尔 (CR. S. Ball) 

Encyclopedia Britannica, 9th Edition; Article 


“Measurement. ” 


17.6 公理 是 显然 的 真理 这 一 人 所 共 知 的 说 法 的 
含义 是 :我 们 称 之 谓 公 理 的 命题 ,已 由 我 们 的 经 验 与 直 
党 认可 .但 是 这 样 一 来 ,如 果 数 学 只 是 一 门 受 形式 和 非 
物质 内 涵 所 支配 的 形式 科学 的 话 , 那 么 数学 就 没有 公 
理 ， 

一 一 威尔逊 (CE. B. Wilson) 

Bulletin American Mathematical Society, Vol. 2 


(1904~—1905). 


17.7 空间 只 有 一 个 ,尽管 我 们 可 有 种 种 说 法 ,也 
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可 有 种 种 几何 系统 ,但 几何 系统 毕竟 不 是 空间 ,而 只 征 

空间 测度 的 种 种 方法 ,而 种 种 说 法 , 则 更 不 过 是 为 了 刻 
画 空 间 这 一 目的 而 发 明 的 种 种 理想 结构 . 

一 一 保罗 。 卡 洛斯 (Paul Carus) 

Science, Vol. 18(1903). 


17.8 正如 我 所 说 过 的 那样 ,哲学 界 对 非 欧 几何 还 
没有 充分 了 解 .但 在 数学 界 却 已 对 非 欧 几何 普遍 浴 认 ， 
而 且 在 数学 科学 中 为 了 各 种 目的 ,诸如 现代 函数 论 中 ， 
非 欧 几 何 已 是 某 些 非常 复杂 的 算术 关系 的 直观 表示 的 
工具 . 

-一 一 克 当 因 (CFE. Klein) 

Elementarmathematik von hoheren Standpunkle 


aus (Leipzig,1909), Bd. 2. 


17.9 在 上 一 世纪 中 ,最 有 启发 和 最 为 令 人 瞩目 的 
成 就 ,是 非 欧 几 何 的 发 现 . 
一 一 希 尔 伯 特 (D. Hilbert) 
Quoted by G. D. Fitch in Manning' s" The Fourth 
Dimension Simply Explained”, (NewYork,1910). 


17.10” 非 欧 几 何 是 人 类 智慧 解放 者 的 大 主教 . 
一 一 开赛 尔 (C.J. Keyser) 
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The Foundations of Mathematics ; Science Histo- 

ry of the Universe ,Vol. 8(Nevw York,1909). 

17. 11 我 越 来 越 确信 几何 真理 是 不 能 凭借 人 类 智 
营 来 证 明 的 . 也 许 在 另 一 个 世界 里 ,我 们 可 以 明白 那些 
我 们 现在 所 不 能 明白 的 空间 的 本 质 . 

一 一 高 斯 (Gauss) 
Letter to Olbers (1817); Werke, Bd. 8 (Gottingen, 
1900). 


17. 12 我 们 可 以 很 自然 地 把 几何 语言 扩充 到 任意 
多 个 变量 的 情形 ,此 时 用 点 表示 nn 个 变量 的 系统 (点 的 
坐标 ) ,用 空间 (n 维 的 ) 表 示 所 有 这 些 点 或 值 的 总 体 … 
为 了 使 研究 具有 最 大 的 普遍 性 ,并 在 研究 中 保持 几何 的 
党性 ,上 述 这 种 扩充 对 于 大 量 的 研究 工作 而 言 是 非常 
必要 的 .但 要 注意 的 是 如 此 利用 几何 语言 时 ,我 们 实际 
上 不 再 是 真正 地 去 建立 什么 几何 学 ,因为 我 们 所 考虑 的 
形式 在 本 质 上 是 分 析 性 的 . 例如 用 这 种 方法 所 构造 的 一 
般 投 影 几何 ,在 本 质 上 已 不 过 是 线性 变换 的 代数 而 已 . 
一 一 科 拉 狄 、， 赛 格 尔 (Corradi Segre) 
Kivista di Matematica, Vol. 1 (1891). [J. WwW. 


Young. 」 


17.13 在 普通 代数 中 能 找到 VY 一 1 的 人 ,必然 能 在 
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德 。 摩 根 (A. pe Morgan,18o6 一 1871) 英国 数学 家 、 逻 辑 学 
家 . 1827 年 毕业 于 剑桥 大 学 . 长 期 任 伦敦 大 学 学 院 教授 ,英国 皇家 
学 会 会 员 . 1865 年 帮助 创建 伦敦 数学 会 ,并 任 首 任 会 长 . 他 在 分 析 
学 .代数 学 .数学 史 及 逻辑 学 等 方面 作出 重要 的 贡献 .他 的 工作 ,对 
当时 19 世纪 的 数学 具有 相当 的 影响 力 . 在 逻辑 学 方面 ,他 发 展 了 
一 套 适 合 推理 的 符号 ,并 首创 关系 逻辑 的 研究 . 他 提出 了 论 域 概 
念 , 并 以 代数 的 方法 研究 逻辑 的 演算 ,建立 了 著名 的 德 . 摩根 定 
律 . 
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空间 中 发 现 第 四 维 . 在 四 维 空 间 中 ,ABC 就 要 变 成 AB- 
CD ;即使 他 们 不 能 发 现 第 四 维 ,也 可 去 想象 第 四 维 ,并 
称 之 谓 不 可 能 的 维 . 我 们 还 发 现 ,第 四 维 可 以 服从 于 所 
有 的 三 维 规律 . 正如 在 普通 代数 中 , V 二 IT 可 以 给 出 一 切 
有 意义 的 组 合 一 样 ,被 理论 家 们 称 为 不 可 能 存在 的 任意 
维 空间 ,也 是 可 以 给 出 有 意义 的 结果 的 . 
一 一 德 。 摩 根 (A. De Morgan) 
lrigonometry and Double Algebra (London, 1849), 
Part 2 ,chap. 3. 


17.14 诸如 无 穷 、 虚 数 、 超 空间 的 关系 等 概念 ,是 
个 能 直接 想象 的 ,但 把 这 些 概 念 引进 几何 学 ,并 使 之 具 
有 心理 学 的 意义 ,是 值得 我 们 研究 的 . 这 种 研究 实际 上 
由 此 而 探索 了 人 类 思维 的 源泉 与 进程 的 奥秘 ,并 且 始 终 
处 于 数学 和 心理 学 的 交界 处 . 

一 一 梅 兹 (J. TT. Merz) 

History of European Thought in the Nineteenth 

Century (Edinburgh and London ,1903). 


17.15 超 空间 的 最 一 般 的 抽象 化 更 加 丰富 和 美化 
本 分 析 学 ,使 得 分 析 学 具有 简洁 、 美 感 和 艺术 的 几何 语 
言 . 万 一 方面 , 超 空 间 本 身 也 是 一 个 趣味 无 穷 和 极为 丰 
宣 的 研究 领域 . 利用 超 平面 ,几何 学 家 不 仅 在 直觉 的 普 


” 182 ， 


十 七 ”基本 概念 、 时 间 与 空间 
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空间 的 黑暗 中 找到 了 光明 ,而 且 还 发 现 了 许多 普通 空 
宫 所 没有 的 性 质 和 结构 … 正 是 由 二 创造 了 超 空 间 , 理 性 
精神 才能 从 种 种 限制 中 解放 出 来 ,例如 在 超 平面 中 ,由 
于 有 无 限 自由 的 永恒 感觉 的 支持 ,一 切 将 是 永恒 地 愉快 
的 . 
一 一 -开赛 尔 (C.J]. Keyser) 
Mathematical Emancipations ;Monist ,Vol. 16(1906). 
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引 日 尼 (Copernicus,1473 一 1543) ”波兰 伟大 的 天 文学 
家 ,在 克拉 科大 学 学 习 数 学 和 科学 . 23 岁 到 波 伦 亚 深造 ,在 那里 熟 
悉 了 Pythagoras 和 和 希腊 人 的 学 说 . 1521 年 回 到 波兰 成 为 教堂 典 事 
(一 般 管理 人 员 ) ,直到 1543 年 去 世 . Copernicus 在 完成 工作 的 同 
时 ,专心致志 于 研究 和 观测 ,终于 创立 革新 的 天 文学 理论 . 在 思维 
领域 的 这 一 成 就 ,就 其 重要 性 .勇敢 和 宏伟 的 程度 来 说 , 远 远 超过 
了 征服 海洋 的 壮举 . 


184 。 


十 八 ”和 怪 论 与 神 柯 


i EE 六 中 
(DA ~ 
: -~ 
ee A 
Pe—_ 


18.1 伪 数 学 家 对 得 数学 ,犹如 猴子 对 得 剃 须 刀 一 

样 . 猴子 看 到 了 它 的 主人 如 何 刮 衣 子 ,就 想 也 给 自己 刊 ， 

但 又 没有 任何 关于 拿 亲 刀 的 技术 ,更 不 知道 刮 明子 时 剃 

刀 与 脸面 所 要 保持 的 一 定 角 度 ,结果 朗 子 设 有 刮 掉 , 却 

害 渐 了 自己 的 喉 虹 ,因而 这 个 可 怜 的 动物 就 永远 不 能 表 

进行 第 二 次 试验 了 ! 然而 伪 数 学 家 却 在 继续 做 他 们 的 

工作 ,还 要 指责 别人 都 是 满 脸 胡须 和 自 吹 唯 有 他 自己 的 
胡子 已 经 刊 得 干 干净 净 . 

一 一 德 。 摩 根 (A. De Morgan) 

Budget of paradoxes(London,1872). 


18.2 正如 闪电 净化 了 云层 与 雾 气 那 样 , 人 尖锐 的 履 
论 ,使 人 类 智慧 从 那些 表面 上 看 来 无 可 置疑 的 假设 中 解 
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放出 来 . 悖 论 是 偏见 的 死敌 . 
一 一 西 尔 维 斯 特 (J.J. Sylvester) 
Ona Lady's Fan etc Collected Mathematical Pa- 
pers ,Vol. 3. 


18. 3 1626 年 ,第 一 任 荷 兰 总 督 彼 得 。 密 纳 特 
(Peter Minuit) 曾 用 24 美元 从 印第安 人 手中 买 到 了 曼 
险 顿 岛 . 当时 的 存款 利率 在 新 国家 中 是 相当 高 的 . 后 来 ， 
随 着 财富 的 积累 而 逐渐 降低 ,但 就 目前 的 合法 利率 而 
言 , 也 在 6% 到 7% 之 间 . 为 简便 起 见 ,我 们 就 假定 从 
1626 年 到 现在 的 利率 一 直 是 7% ,那么 ,如 果 印 第 安 人 
当时 不 把 这 24 美元 花 掉 ,而 按 该 利率 存 人 银行 的 话 , 当 
然 , 每 年 还 要 将 利息 加 到 本 金 上 去 再 计 利 息 ,如 此 在 经 
过 了 280 年 后 的 今天 ,其 总 金额 该 是 多 少 呢 ? 应 该 是 

24X(1.07)””* 二 4 051 995 865=>z40 亿美 元 
一 一 怀特 (W. F. White) 

A Scrap-book of Elementary Mathematics (Chi- 

cago,1908). 


18.4 尘 达 哥 拉 斯 学 派 和 柏拉图 主义 者 都 十 分 重 
饮 简 洁 性 . 毕 达 哥 拉 斯 凭借 他 的 数学 技巧 发 现 了 空间 互 
不 相同 的 正 多 面体 不 会 超过 五 种 , 亦 即 仅 有 正四 面体 、 
正六 面体 、 正 八 面体 、 正 十 二 面体 和 正二 十 面体 i*1. 毕 
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达 哥 拉 斯 还 在 他 用 简明 而 规则 的 方法 所 写成 的 著作 中 
明确 指出 ,探索 这 些 正 多 面体 的 性 质 及 其 关系 将 是 设法 
打开 自然 奥秘 的 一 把 钥匙 . 

毕 达 哥 拉 斯 学 派 和 柏拉图 主义 者 所 使 用 的 概念 都 
是 很 完美 和 简洁 的 . 直到 欧 几 里 得 时 代 , 这 些 概 念 都 还 
是 十 分 流行 的 ,而 且 欧 几 里 得 还 是 柏拉图 式 的 哲学 家 . 
另外 , 据 传 欧 几 里 得 著述 4 几何 原本 》 这 一 巨著 之 目的 ， 
正 是 为 了 要 探求 上 述 五 种 正 多 面体 之 种 种 性 质 和 关系 . 
这 一 目的 也 可 在 4 几何 原本 》 这 一 巨著 的 内 容 安 排 中 看 
出 ,因为 《几何 原本 3》 之 最 后 一 卷 便 是 关于 正 多 面体 的 研 
究 ,而 前 面 所 有 各 卷 的 内 容 又 都 是 为 这 最 后 一 卷 的 讨论 
服务 的 . 

一 -一 汤姆 斯 。 雷 德 (CThomas Reid) 

Essays on the Powers of the Human Mind (Ed- 

inburgh ,1812) ,Vol. 2. 

Lx] 关于 空间 中 互 不 相同 的 正 多 面体 有 和 且 只 有 5 
种 一 事 , 可 用 关于 任意 凸 多 面体 的 欧 拉 示 性 数 X(p) 一 
V 一 十 FF 二 2 予以 严格 证 明 ， 


18.5 我 希望 幸运 在 奇数 中 … 人们 也 认为 神灵 在 
奇数 中 , 即 在 生 、 死 、 机遇 之 中 . 


The Merry Wives of Windsor, Act 5,scene 1. 
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18.6 多利 奥 德 洛 斯 (Heliodorus) 说 , 数 (number) 

用 希腊 字母 来 写 便 是 velXoo ,而 在 希腊 算术 中 ,vy 二 50,e 

二 5,] 一 10, 和 一 30,o 一 70,c 一 200 ,而 它们 的 和 是 365. 正 
好 就 是 一 年 的 天 数 , 因 而 数 的 意思 就 是 一 年 . 

Littell's Living Age ,Vol.117. 


18.7 纯 数学 是 魔术 师 的 魔杖 . 
一 一 努 瓦 利 斯 CNovalis) 
Schriften, Zweiter Teil (Berlin,1901). 


18.8 为 常识 所 不 能 理解 的 一 些 奇 迹 往 往 是 数学 
化 了 的 .但 在 实际 上 并 不 存在 什么 真正 的 奇迹 . 那些 所 
请 奇迹 不 过 是 些 借 助 于 数学 表述 和 理解 的 事物 而 已 . 对 
于 数学 来 说 ,根本 不 存在 什么 奇迹 . 

一 一 努 瓦 利 斯 (Novalis) 
Schriften, Zrweiter Teil (Berlin,1911). 
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本 书 按 原著 的 英文 版 本 编译 而 成 ,原著 篇 幅 较 大 ， 
共 分 21 章 , 计 有 1138 条 ,在 这 里 只 选 译 了 385 条 ,并 将 
某 些 章节 适当 合并 而 重 编 为 18 章 . 所 选 诺 条 目 按 本 书 
章节 重新 编码 . 

本 书 系 编译 ,但 译文 尽量 忠实 于 原文 ,有 时 对 立 的 
观点 也 译 出 ,以 便 读者 比较 . 书 中 许多 语录 虽 属 经 典 数 
学 家 的 名 言 ,但 “ 尽 信和 书 不 如 无 书 ”, 因 而 读者 仍 应 采取 
科学 分 析 的 态度 来 阅读 、 理 解 和 使 用 本 书 所 选 译 之 条 目 
的 内 容 . 另外 , 译 者 还 对 少数 条 上 自给 出 一 些 注解 ,以 供 参 
考 . 本 次 再 版 , 特 请 曲 宏 宇 选 编 了 数 位 数学 家 的 小 传 ， 
插入 文中 ,以 使 读者 更 好 地 体会 及 理解 数学 家 们 的 言 
行 . 由 于 译 者 水 平 所 限 ,译文 不 够 贴切 之 处 在 所 难免 , 望 
读者 批评 指正 . 
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